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Pre´sentation du manuscrit
Ce me´moire pre´sente et met en perspective l’ensemble des travaux de recherche effectue´s pendant ma the`se,
de 2001 a` 2004, a` l’Universite´ Pierre et Marie Curie (Paris VI) et a` l’Ecole Polytechnique, sous la direction de
Vlad Bally et Emmanuel Gobet, et par la suite depuis mon recrutement en 2005 a` l’Universite´ Denis Diderot
(Paris VII).
Ces travaux se sont de´veloppe´s autour de deux axes principaux d’intersection non vide : le premier relatif
a` la discre´tisation de processus stochastiques, le second a` l’estimation de densite´ de processus de´ge´ne´re´s et a`
certaines applications associe´es.
Les quatre premiers chapitres rele`vent majoritairement du premier axe. Le Chapitre 1 est introductif. Nous
y pre´sentons les principaux types de proble`mes associe´s a` la discre´tisation de processus, les re´sultats existants
ainsi que les outils utilise´s pour les obtenir. Nous de´taillons plus particulie`rement les techniques employe´es pour
analyser l’approximation faible.
Le Chapitre 2 regroupe les re´sultats des articles [1,3,5,7]. Nous y e´tudions principalement l’approximation
faible d’un processus de diffusion tue´/stoppe´ a` la sortie d’un domaine re´gulier [1,7]. Sont e´galement aborde´s le
cas du coˆne pour le mouvement Brownien [3], ainsi qu’une extension de l’analyse de l’erreur a` des processus
non Markoviens [5].
Au Chapitre 3, nous rappelons les principes de la me´thode Parametrix qui permet d’obtenir une repre´sentation
de la densite´ de transition d’une e´quation diffe´rentielle stochastique (EDS) comme somme d’une se´rie ou` cha-
cun des termes est la convolution de la densite´ d’une EDS a` coefficients constants et des convolutions ite´re´es
d’un noyau re´gularisant. En appliquant cette approche a` temps discret nous en de´duisons un the´ore`me limite
local pour l’approximation par chaˆıne de Markov d’un processus de diffusion de´ge´ne´re´ [8] et un de´veloppement
d’erreur sur les densite´s pour une EDS dirige´e par un processus de Le´vy stable syme´trique et approche´e par son
sche´ma d’Euler [9].
Apre`s une bre`ve pre´sentation des Equations Diffe´rentielles Progressives Re´trogrades (EDSR) et de leurs
connexions avec certaines e´quations aux de´rive´es partielles non line´aires, nous donnerons au Chapitre 4 un
aperc¸u des me´thodes nume´riques de´veloppe´es pour leur approximation. Nous de´taillerons plus particulie`rement
les articles [2,4] qui traitent du cas quasi-line´aire (EDSR fortement couple´es) qui constitue le cadre le plus
ge´ne´ral pour les applications en physique ou en finance. Enfin, nous exposerons certaines proprie´te´s de sche´mas
de semi-discre´tisation pour des EDSR tue´es a` la sortie d’un domaine, article [6].
Le Chapitre 5 rele`ve lui majoritairement du deuxie`me axe, i.e. l’estimation de densite´. Il de´bute par une
partie introductive destine´e a` pre´senter une synthe`se des techniques intervenant dans l’estimation quantitative
de densite´s de processus stochastiques ou en termes analytique de solutions fondamentales d’e´quations aux
de´rive´es partielles. Nous y pre´sentons ensuite les re´sultats de l’article [10]. Nous obtenons des estime´es de type
Aronson pour la densite´ de transition d’une e´quation diffe´rentielle stochastique dont la dynamique peut se voir
comme celle d’une e´quation diffe´rentielle ordinaire (EDO) dont la premie`re composante serait perturbe´e par
un bruit Brownien. Bien suˆr, pour que la densite´ existe, les coefficients de l’EDO doivent ve´rifier une condition
de non de´ge´ne´rescence de type Ho¨rmander faible dans la mesure ou` seule la premie`re composante est non
de´ge´ne´re´e. Ces re´sultats font intervenir controˆle stochastique et techniques analytiques, me´thode parametrix
pre´sente´e au Chapitre 3. Nous concluons le chapitre par une application des estime´es de densite´ : les controˆles
non asymptotiques d’intervalles de confiance dans les me´thodes de Monte Carlo. Nous montrons pour des
sche´mas d’Euler, e´ventuellement de´ge´ne´re´s, des estime´es d’Aronson et nous utilisons la domination Gaussienne
ainsi que des techniques de concentration de la mesure : ine´galite´s de Sobolev logarithmique, argument de Herbst
pour arriver au re´sultat, cf. [11].
La note [12] e´tablit une condition suffisante pour avoir l’unicite´ en loi pour les syste`mes de´ge´ne´re´s conside´re´s
au Chapitre 5 et aborde´s dans les articles [10],[11]. Les ide´es de ce travail sont pre´sente´es a` l’Appendice A. En
particulier, ces re´sultats apportent des e´le´ments de re´ponse a` une question souleve´e par le rapport d’Alexander
Veretennikov.
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Chapitre 1
Discre´tisation de processus : un bref
tour d’horizon
Dans ce chapitre nous pre´sentons brie`vement diffe´rents proble`mes associe´s a` la discre´tisation d’un processus
stochastique de “diffusion-sauts” en distiguant tout d’abord approximation forte et faible. Ces approximations
sont de nature tre`s diffe´rentes, tant en terme des re´sultats de convergence auxquels elles permettent d’aboutir,
que dans les techniques mathe´matiques utilise´es pour les e´tablir.
Nous abordons premie`rement le cas de l’approximation forte qui est celle associe´e trajectoriellement a` la
diffe´rence entre le processus initial et une approximation donne´e. Les controˆles que l’on souhaite obtenir pour
cette erreur sont soit presque suˆrs soit en norme Lp. Pour les de´montrer, on a recours aux outils de l’analyse
stochastique : de´veloppements d’Itoˆ-Taylor, ine´galite´s de martingales de type Burkholder Davies Gundy (BDG),
associe´s a` des arguments de stabilite´ semblables a` ceux utilise´s pour l’approximation d’e´quations diffe´rentielles
ordinaires.
Nous poursuivons ensuite par l’approximation faible. Dans ce cadre, on ne souhaite plus avoir un controˆle
trajectoriel, mais proposer un sche´ma d’approximation pour l’espe´rance d’une fonctionnelle d’un processus.
Cette fonctionnelle peut eˆtre par exemple une fonction du processus observe´ a` une date donne´e fixe´e ou a` un
temps d’arreˆt, une fonction du maximum de l’une des composantes ou de l’inte´grale du processus sur la pe´riode.
Le travail fondateur de Talay et Tubaro [TT90] a mis en e´vidence l’importance fondamentale pour l’analyse de
ce type d’erreur dans le cas Markovien, du lien entre la quantite´ a` approcher et l’e´quation aux de´rive´es partielles
dont cette quantite´ n’est autre que la repre´sentation probabiliste de la solution, formule de Feynman-Kac.
Nous avons essaye´ de rassembler quelques re´sultats majeurs de ces vingt dernie`res anne´es qui seront utiles a`
la compre´hension des sujets aborde´s dans les chapitres suivants. Nous insistons particulie`rement sur l’approxi-
mation faible et les techniques d’e´tude de l’erreur associe´e en distinguant les deux types d’hypothe`ses requises :
re´gularite´ de la fonctionnelle et des coefficients ou non de´ge´nerescence. En effet, cette the´matique sera l’objet
d’e´tude des Chapitres 2 (cas des processus stoppe´s) et 3 (processus de´ge´ne´re´s et de certains processus a` sauts).
Nous conclurons par une section de´die´e a` quelques autres proble`mes de discre´tisation : l’approximation en
loi, on entend par la` la caracte´risation en terme de dynamique d’une renormalisation convenable de la diffe´rence
entre le processus initial et le sche´ma de discre´tisation, l’approximation de mesures invariantes et de dynamiques
non line´aires ou` les controˆles sur l’erreur forte interviennent de nouveau.
1.1 Mode`le initial et discre´tisation
Soit une e´quation diffe´rentielle stochastique (EDS) a` valeurs dans Rd de dynamique
Xt = x+
∫ t
0+
b(s,Xs−)ds+
∫ t
0+
σ(s,Xs−)dZs, t ≥ 0, (1.1)
ou` les coefficients b : R+ ×Rd → Rd, σ : R+×Rd → Rd⊗Rr sont mesurables borne´s en temps, Lipschitziens en
espace et ou` (Zt)t≥0 est un processus de Le´vy r-dimensionnel de de´composition de Le´vy-Khintchine
E[exp(i〈u, Zt〉)] = exp(tψ(u)), ψ(u) = exp
(
−|u|
2
2
+
∫
Rr
(
exp(i〈u, z〉)− 1− i〈u, z〉I|z|≤1
)
ν(dz)
)
. (1.2)
Nous supposons sans perte de ge´ne´ralite´ que la partie de de´rive est nulle dans (1.2) dans la mesure ou` nous
l’avons introduite explicitement dans la dynamique de (1.1). De meˆme, la partie diffusive non normalise´e et/ou
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anisotrope de Z peut eˆtre prise en compte dans le coefficient σ de (1.1). Enfin, la mesure de Le´vy ν de Z ve´rifie
la condition d’inte´grabilite´ usuelle
∫
Rr
(1 ∧ |z|2)ν(dz) < +∞.
Ainsi l’e´quation (1.1) est dirige´e par un processus Z qui s’exprime comme la somme d’un mouvement Brow-
nien standard W et d’un processus de saut pur N de mesure de Le´vy ν.
L’EDS (1.1) intervient dans de nombreux domaines d’applications. En particulier, des liens profonds existent
entre e´quations diffe´rentielles stochastiques et e´quations aux de´rive´es partielles (EDP) via les formules de
repre´sentation de Feynman Kac, voir Freidlin [Fre85] ou Friedman [Fri75]. Ainsi, dans de nombreux cas de´taille´s
ci-apre`s, cf. Section 1.3, il est possible d’exprimer la solution d’une EDP line´aire, parabolique ou elliptique,
comme espe´rance d’une fonctionnelle d’un processus de dynamique (1.1).
Dans le cas ou` le processus directeur Z = W , le processus X solution de (1.1) interviendra dans les
repre´sentations probabilistes des e´quations de diffusion de la chaleur en milieu inhomoge`ne ou des e´quations
de la neutronique. Le cas ou` Z est un processus de saut pur N intervient quant a` lui de fac¸on naturelle dans
la mode´lisation du trafic dans des re´seaux informatiques ou routiers. Enfin, en mathe´matiques financie`res,
l’e´quation (1.1) de´crit la dynamique d’un actif dont les variations peuvent faire intervenir composantes brow-
niennes et de sauts, ces dernie`res intervenant de fac¸on significative dans la mode´lisation en cette pe´riode de
crise. Dans de nombreux cas, le prix d’une option sur l’actif X peut la` aussi s’exprimer comme l’espe´rance d’une
fonctionnelle de X .
Il est donc naturel d’introduire une proce´dure d’approximation de (1.1) qui de fac¸on ge´ne´rale ne peut eˆtre
simule´e de fac¸on exacte. Mentionnons a` cet e´gard dans le cas monodimensionnel continu non de´ge´ne´re, i.e.
d = r = 1, Z =W et σ ≥ σ0 > 0, le travail de Beskos et al. [BPR06] qui permet une simulation exacte.
En toute ge´ne´ralite´ l’approximation la plus naturelle de (1.1) est celle du sche´ma d’Euler, qui par ailleurs
fournit dans certains cas un proce´de´ constructif de re´solution de (1.1), cf. Revuz et Yor [RY99] pour le cas
continu. Pour un pas de temps fixe´ h > 0 on pose pour i ∈ N, ti := ih, et l’on de´finit
Xht = x+
∫ t
0
b(φ(s), Xhφ(s))ds+
∫ t
0
σ(φ(s), Xhφ(s))dZs, t ≥ 0, (1.3)
ou` φ(s) = sup{ti : ti ≤ s}. En d’autres termes, pour une grille temporelle donne´e (ti)i∈N∗ , le sche´ma d’Euler
est obtenu en gelant sur chaque pas de temps la dynamique spatiale et temporelle aux points de discre´tisation
en temps. Pre´cisons que dans le cas ou` Z = W +N posse`de une composante de sauts, le sche´ma d’Euler n’est
pas toujours exactement simulable, cf. Section 1.3.2. Il le reste en revanche pour de nombreux cas importants
pour les applications : si N est un processus stable, Γ, ...
Pour la suite nous allons distinguer deux grands types de re´sultats d’approximation qui font intervenir
(Xt)t≥0 solution de (1.1) et son approximation (Xht )t≥0 solution de (1.3). Historiquement, l’approximation
de processus remonte a` Stroock et Varadhan qui a` la suite de l’e´tude des proble`mes de martingales s’e´taient
inte´re´sse´s a` des approximations en loi des processus de diffusions avec des controˆles “a` la Donsker”, i.e. conver-
gence sans vitesse de l’approximation. Pour un aperc¸u de cette approche, voir le Chapitre 11 de [SV79] pour les
approximations dans tout l’espace ou l’article [SV71] pour les proble`mes de Dirichlet.
Il a fallu attendre les travaux de Milstein [Mil74, Mil76] pour que des approximations de type Itoˆ-Taylor
permettent de quantifier plus pre´cise´ment l’erreur forte trajectorielle. C’est ensuite dans les anne´es 80 que
Milstein [Mil85] et Talay [Tal86] ont montre´ que l’erreur faible e´tait d’ordre h sous de bonnes hypothe`ses.
1.2 Erreur forte
On de´signe par erreur forte associe´e au sche´ma d’Euler la quantite´ supt∈[0,T ] |Xt −Xht | pour T > 0 fixe´.
Dans le cas d’un processus de diffusion, si l’on suppose que les coefficients b, σ dans (1.1) sont uniforme´ment
Lipshitz continus en espace et 1/2-Ho¨lder en temps, des de´veloppements d’Itoˆ-Taylor permettent de de´duire
que pour tout p ≥ 1, ∃C := C(p, T, b, σ),
E[ sup
t∈[0,T ]
|Xt −Xht |p]1/p ≤ C
√
h, (1.4)
ou` la de´pendance en b, σ dans la constante C ci-dessus intervient via les modules de continuite´ en temps et
espace des coefficients. Par rapport a` l’analyse de la discre´tisation d’une EDO, ce sont les meˆmes arguments de
stabilite´ qui sont utilise´s avec une e´tape supple´mentaire pour controˆler les inte´grales stochastiques a` l’aide des
ine´galite´s BDG. C’est lors de cette e´tape qu’apparaˆıt l’ordre de l’erreur en h1/2 qui correspond a` la norme Lp de
l’accroissement Brownien sur un pas de temps. L’utilisation du Lemme de Gronwall pour conclure nous indique
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ensuite qu’en toute ge´ne´ralite´ ces estimations ne seront pertinentes que pour un horizon de temps T > 0 fini,
du fait de la de´pendance exponentielle de C en ce parame`tre. Un corollaire imme´diat de (1.4) et du lemme de
Borel Cantelli est la convergence presque suˆre de h−α supt∈[0,T ] |Xt −Xht | vers 0 avec h pour tout α < 1/2.
C’est pour compenser cette vitesse que Milstein a introduit son sche´ma [Mil76] qui permet de retrouver la
vitesse usuelle en h. En revanche, ce sche´ma est difficilement simulable en dimension d > 1, sans condition
supple´mentaire de commutation sur les colonnes de la matrice de diffusion identifie´es a` des champs de vecteurs.
Il existe de nombreux sche´mas d’ordre e´le´ve´s pour l’erreur forte. Nous renvoyons a` l’ouvrage de Kloeden et
Platten [KP92] pour un panorama de ces sche´mas. Mentionnons toutefois que leur simulation reste beaucoup
plus complexe que celle du sche´ma d’Euler et que ces sche´mas ne sont pas force´ment les plus approprie´s dans
de nombreux cas, voir Section 1.3.
Des arguments similaires peuvent eˆtre utilise´s pour caracte´riser l’erreur forte, avec la meˆme vitesse, lorsque
Z est un processus de Le´vy de carre´ inte´grable, voir Kohatsu-Higa et Protter [KHP94]. Mentionnons enfin
les travaux de Bruti Liberati et Platten [BLP07] relatifs a` la construction de sche´mas d’ordre plus e´le´ve´ pour
l’erreur forte dans le cas mixte Z = W + N ou de saut pur Z = N lorsque l’intensite´ du processus de saut
est finie, i.e. ν(Rr) < +∞ dans (1.2). Ces auteurs utilisent en particulier l’ide´e d’une grille de discre´tisation
temporelle adapte´e aux instants de saut.
1.3 Erreur faible
Dans de nombreuses applications : approximation probabiliste de la solution d’une EDP line´aire, valorisation
ou couverture d’option en finance, il n’est toutefois pas ne´ce´ssaire d’avoir un controˆle trajectoriel sur l’approxi-
mation du processus. En effet, dans ces cas la` les quantite´s a` estimer sont de la forme E[Ψ ((Xt)t≥0)], ou`
Ψ : C(R+,Rd)→ R est une fonctionnelle de la trajectoire du processus. La repre´sentation en terme d’espe´rance
de la quantite´ a` estimer tend naturellement a` faire envisager une me´thode de Monte Carlo pour l’approxima-
tion sous re´serve d’inte´grabilite´. Par ailleurs, outre le proble`me de´ja` e´voque´ de l’impossibilite´ de simuler de
fac¸on exacte la diffusion, s’ajoute ici celui de l’approximation de la fonctionnelle Ψ. Si l’on de´signe par Ψh une
approximation de Ψ et par
(
(Xh,it )t≥0
)
i∈N∗
une suite i.i.d. de trajectoires du sche´ma d’Euler, l’estimateur de
Monte Carlo naturel s’e´crit pour tout M ≥ 1, ΘhM := 1M
∑M
i=1Ψ
h
(
(Xh,it )t≥0
)
. Ainsi, l’erreur globale entre la
quantite´ explicitement simulable sur ordinateur et la quantite´ exacte se de´compose comme :
EhM =
(
ΘhM − E[Ψh
(
(Xht )t≥0
)
]
)
+
(
E[Ψh
(
(Xht )t≥0
)
]− E[Ψ ((Xt)t≥0)]
)
:= ESM,h + EDh . (1.5)
Le terme ESM,h est un terme d’erreur statistique. Si suph>0Ψh
(
(Xht )t≥0
) ∈ L2(P), ce terme sera controˆle´ par le
the´ore`me central limite a` l’ordre σh/
√
M avec forte probabilite´, ou` l’e´cart-type σh := Var(Ψh
(
(Xht )t≥0
)
)1/2 est
en ge´ne´ral assez stable, ou tout du moins uniforme´ment domine´, en h. Nous reviendrons au Chapitre 5.3 sur les
controˆles non asymptotiques d’intervalles de confiance.
L’e´tude de l’erreur faible consiste a` analyser le comportement du terme EDh . Ce terme correpond a` l’erreur
de discre´tisation : du processus, et de la fonctionnelle. Pour e´valuer la pertinence de l’approximation choisie, ou
mettre en e´vidence ses limites comme pour le proble`me de Dirichlet, cf. Section 1.3.3 et Chapitre 2, la premie`re
e´tape consiste a` quantifier en fonction de h la convergence de EDh vers 0. Le de´coupage (1.5) permet ensuite de
de´terminer la pre´cision globale de l’approximation nume´rique. Il est alors possible d’e´quilibrer de fac¸on optimale
les parame`tres M de Monte Carlo et h de discre´tisation de sorte a` atteindre un seuil fixe´.
Si l’on arrive par ailleurs a` obtenir un de´veloppement asympotique de EDh en fonction de h, il est alors
possible, a` complexite´ e´quivalente, d’utiliser des techniques usuelles et purement alge´briques d’extrapolation
pour acce´le´rer de fac¸on significative la convergence de EDh . Cette de´marche, connue sous le nom d’extrapolation
de Richardson-Romberg est pre´sente´e en de´tails dans l’article [TT90]. Nous la rappelons en Section 1.3.1.
Dans la suite de ce chapitre nous allons rassembler des re´sultats relatifs a` trois grands types de fonctionnelles :
1. ψ ((Xt)t≥0) = g(XT ) pour T > 0 fixe´ et une fonction g donne´e.
2. ψ ((Xt)t≥0) = g(τ ∧ T,Xτ∧T ), τ := inf{t ≥ 0 : Xt 6∈ D}, pour D domaine de Rd.
3. ψ ((Xt)t≥0) = g(T−1
∫ T
0 Xtdt,XT ).
La technique eprouve´e dans le cas Markovien pour l’analyse de l’erreur EDh , consiste a` identifier la quantite´
a` estimer E[Ψ ((Xt)t≥0)] a` la solution d’une EDP line´aire avec conditions aux limites approprie´es en fonction
du proble`me conside´re´. Dans le cas 1. ci-dessus nous serons dans le cadre du proble`me de Cauchy. Dans le cas
2. du proble`me de Cauchy-Dirichlet et dans le cas 3. toujours dans le cadre du proble`me de Cauchy mais pour
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un ope´rateur de´ge´ne´re´. L’inte´grale est vue comme une variable supple´mentaire a` laquelle ne sera pas associe´ de
terme d’ordre 2 dans le ge´ne´rateur infinite´simal du couple (Xt, Yt)t≥0, Yt :=
∫ t
0
Xsds.
1.3.1 Proble`me de Cauchy : cas continu
Nous conside´rons ici d’abord le cas ou` X dans (1.1) est un processus de diffusion a` coefficients re´guliers, i.e.
b, σ sont suppose´s C∞ et a` de´rive´es borne´es et ψ ((Xt)t≥0) = g(XT ) ou` g est une fonction C∞ a` croissance poly-
nomiale. L’ide´e originale des articles [Tal86] et [TT90], consiste tout d’abord a` observer que sous les hypothe`ses
pre´ce´dentes, la fonction u(t, x) := E[g(Xt,xT )] := E[g(XT )|Xt = x] de´finie pour (t, x) ∈ [0, T ]×Rd satisfait l’EDP
parabolique {
(∂t + Lt)u(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T )× Rd,
u(T, x) = g(x),
(1.6)
ou` Ltϕ(x) de´signe le ge´ne´rateur infinite´simal de (1.1). Pour ϕ ∈ C∞0 (Rd), Ltϕ(x) = 〈b(t, x),∇xϕ(x)〉 +
1
2 tr(a(t, x)D
2
xϕ(x)), a(t, x) := σσ
∗(t, x). Ces hypothe`ses permettent ensuite de de´duire des controˆles sur les
de´rive´es de u a` l’aide d’estime´es Lp sur les de´rive´es du flot de (1.1). Pre´cise´ment, pour tout multi-indice de
de´rivation α, il existe kα(T ), Cα(T ) > 0 tels que pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×Rd, |∂αu(t, x)| ≤ Cα(T )(1+ |x|kα(T )).
C’est a` dire que les de´rive´es gardent une croissance polynomiale en espace, ce qui permet en particulier de de´duire
des controˆles usuels sur le sche´ma d’Euler que pour tout p ≥ 1, i ∈ [[0, N ]], T := Nh, |∂αu(ti, Xhti)| ∈ Lp(P).
L’e´tape suivante consiste a` utiliser (1.6) pour re´e´crire l’erreur de discre´tisation comme :
EDh = Ex[g(XhT )]− Ex[g(XT )] = Ex[u(T,XhT )]− u(0, x) =
N−1∑
i=0
E[u(ti+1, X
h
ti+1)− u(ti, Xhti)].
A partir de cette dernie`re formulation, l’ide´e est ensuite d’appliquer un de´veloppement de Taylor en temps-
espace autour de (ti, X
h
ti) pour chaque i ∈ [[0, N − 1]] graˆce a` la re´gularite´ a priori de u. En exploitant que u
satisfait (1.6), on obtient que les termes d’ordre h s’annulent dans E[u(ti+1, X
h
ti+1) − u(ti, Xhti)] := ED,ih . Pour
e´tablir ensuite que ED,ih = O(h2) il est ne´cessaire de poursuivre le de´veloppement a` l’ordre deux en temps et
quatre en espace, en exploitant que l’on peut e´liminer les moments d’ordre 3 par centrage. Ainsi, si l’on a a
priori que u ∈ C2,4([0, T ]× Rd), on de´duit que EhD = O(h) par simple sommation.
Notons que dans la proce´dure de´crite ci-avant, il n’est pas ne´cessaire d’avoir un ale´a Gaussien dans le
sche´ma d’Euler (1.3). En effet, le de´veloppement ne fait intervenir que les proprie´te´s de centrage des moments
d’ordre 1 et 3 et que la covariance de l’ale´a est la matrice identite´. Cette dernie`re observation permet de gagner
en complexite´ en utilisant par exemple des lois de Bernoulli convenablement normalise´es en lieu et place des
accroissements Browniens.
Si l’on poursuit maintenant les de´veloppements a` l’ordre 3 en temps et 6 en espace, en tuant toujours par
centrage les moments impairs des accroissements, on aboutit au de´veloppement d’erreur :
EDh = Ch+O(h2), (1.7)
ou` la constante C := C(T, a, b, u, x), cf. The´ore`me 1 de [TT90] pour une expression explicite. Du de´veloppement
pre´ce´dent il est aise´ de voir que si l’on conside`re le sche´ma d’Euler de pas h/2, il vient : EDh/2 = C h2 + O(h2).
Une simple manipulation alge´brique donne ensuite
2EDh/2 − EDh =
{
2Ex[g(X
h/2
T )]− Ex[g(XhT )]
}
− Ex[g(XT )] = O(h2). (1.8)
Cette identite´ sugge`re d’utiliser l’estimateur de Monte Carlo ΘˆhM =
1
M
{∑M
i=1
(
2g(X
h/2,i
T )− g(Xh,iT )
)}
, ou` les
(X
h/2,i
T , X
h,i
T )i∈[[1,M ]] sont des re´alisations i.i.d. et pour tout i ∈ [[1,M ]] les Xh/2,iT , Xh,iT sont simule´s a` partir des
meˆmes accroissements Browniens. Ce proce´de´ est connu sous le nom d’extrapolation de Richardson-Romberg.
Notons que sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la re´gularite´ de u est suffisante pour obtenir un de´veloppement
asymptotique a` l’ordre n, i.e. Edh =
∑n
i=1 Cih
i + O(hn+1) a` partir duquel il serait possible d’ite´rer le proce´de´
d’extrapolation et d’obtenir une vitesse d’ordre hn+1 en multipliant la complexite´ par n + 1. Mentionnons
toutefois que cette proce´dure peut accroˆıtre la variance de l’estimateur ΘˆhM . On conside`re en effet n + 1 fois
plus de variables ale´atoires.
L’analyse de l’erreur faible s’effectuera toujours suivant le sche´ma pre´sente´ ci-dessus, avec les spe´cificite´s
associe´es a` chaque proble`me, voir Sections 1.3.2 et 1.3.3. Le point cle´ est d’avoir de la re´gularite´ sur la fonc-
tion u et des controˆles sur ses de´rive´es, afin d’effectuer des de´veloppements d’Itoˆ-Taylor. Sous les hypothe`ses
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pre´ce´dentes, ces controˆles s’obtiennent par des techniques usuelles de calcul stochastique. On a cependant be-
soin pour cela de beaucoup de re´gularite´, sur b, σ et g. Or, dans de nombreux cas cette re´gularite´ n’est pas
ne´cessaire. C’est en particulier vrai si l’on peut be´ne´ficier de l’effet re´gularisant des noyaux de la chaleur. En
d’autres termes, il est possible de relaxer la re´gularite´ de la fonction g si par exemple XT admet une densite´
de transition re´gulie`re dont on controˆle bien les de´rive´es. En effet dans ce cas u(t, x) =
∫
Rd
g(y)p(t, T, x, y)dy
ou` p(t, T, x, .) de´signe la densite´ de Xt,xT . Dans le cas de coefficients homoge`nes en temps nous noterons pour
simplifier l’e´criture p(t, T, x, .) = p(T − t, x, .).
Ne´anmoins, prouver que Xt,xT posse`de une telle densite´ ne´ce´ssite une hypothe`se de non-de´ge´ne´rescence de
l’e´quation (1.1). On conside`re deux jeux d’hypothe`ses qui garantissent que l’on obtient les proprie´te´s souhaite´es :
l’hypoellipticite´ a` la Ho¨rmander (hypothe`se (H)) et l’uniforme ellipticite´ de la matrice de diffusion a (hypothe`se
(UE)).
Hypothe`se (H) : Supposons que les coefficients b, σ sont C∞, borne´s, homoge`nes en temps et re´e´crivons dXt =
A0(Xt)dt+
∑r
i=1Ai(Xt)◦dW it (i.e. les champs de vecteurs (Ai)i∈[[1,r]] correspondent aux colonnes de la matrice
de diffusion, A0 = b− 12σ.∇σ et ◦dW de´signe l’inte´grale de Stratonovitch). Si l’espace vectoriel engendre´ par
A1, · · · , Ar, [Ai, Aj ]0≤i,j≤r , [Ai, [Aj , Ak]]0≤i,j,k≤r, · · ·
au point initial x est Rd (ou` [., .] de´signe le crochet de Lie entre champs de vecteurs), alors pour tout t > 0,
X0,xt admet une densite´, voir par exemple le Chapitre 2.3 de Nualart [Nua95].
Si l’on suppose de plus qu’il existe L ∈ N∗ tel que que pour tout x ∈ Rd l’espace Rd est engendre´ en
ne conside´rant que les crochets de longueur infe´rieure ou e´gale a` L, alors les travaux de Kusuoka et Stroock
[KS85], donnent les controˆles suivants sur la densite´. Soient m, k des entiers et des multi-indices α, β tels que
2m+ |α| ≤ k. ll existe des constantes C(T ), c, q,Q de´pendant de L,m, k, α, a, b, telles que
|∂mt ∂αx p(t, x, y)| ≤
C(T )(1 + |x|Q)
tq(1 + |y − x|)k exp
(
−c |x− y|
2
t(1 + |x|)2
)
. (1.9)
Par ailleurs, l’inverse de la matrice de Malliavin que nous noterons Γt(x) est controˆle´e dans tous les L
p. Pour
tout p ≥ 1 il existe C(T ), µ t.q.
E[|Γt(x)|p]1/p ≤ C(T )1 + |x|
µ
tdL
. (1.10)
Le propos du travail de Bally et Talay [BT96a] est d’exploiter les controˆles (1.9), (1.10) pour e´tendre le
de´veloppement d’erreur (1.7) au cas d’une diffusion hypoelliptique sans re´gularite´ a priori sur g, que l’on peut
ici supposer mesurable et a` croissance exponentielle.
Rappelons que lors des de´veloppements d’Itoˆ-Taylor pre´ce´dents apparaissaient pour tout i ∈ [[0, N − 1]], des
quantite´s du type Qhi := E[∂
α
x u(ti, X
h
ti)G(ti, X
h
ti)], ou` G fait intervenir les coefficients b, σ et leurs de´rive´es. Le
controˆle sur la densite´ (1.9) permet de controˆler les Qhi pour i ≤ N/2. Pour les i > N/2, l’ide´e naturelle est
d’utiliser une inte´gration par parties de Malliavin. Notons Qi = E[∂
α
x u(ti, Xti)G(ti, Xti)], i.e. on remplace X
h
ti
par Xti . L’inte´gration par parties pour Qi s’e´crit Qi = E[u(ti, Xti)Hα(Xti , G(ti, Xti))]. Les ine´galite´s de Meyer
permettent alors d’obtenir qu’il existe p ≥ 1 tel que |Qi| ≤ CE[|Γti(x)|p]1/p, ou` C de´pend de normes des de´rive´es
de Malliavin de Xti .
On pourra faire l’inte´gration par parties dans Qhi sur les e´ve´nements de forte probabilite´ pour lesquels
l’inverse de la matrice du sche´ma d’Euler Xhti est “proche” de l’inverse de la matrice de Malliavin Γti(x) de la
diffusion (1.1) et controˆler la probabilite´ des e´ve´nements comple´mentaires, cf. [BT96a].
L’ide´e sous jacente globale est que l’hypothe`se d’hypoellipticite´ permet de controˆler les de´rive´es en utilisant en
temps petit les estime´es ponctuelles sur la densite´ qui sont pertinentes dans la mesure ou` u(t, x) =
∫
R
g(y)p(T −
t, x, y)dy, puis d’exploiter qu’en temps plus long c’est la matrice inverse (Γt)t≥T/2 qui est non-de´ge´ne´re´e. Quant
a` la croissance de g, c’est le controˆle (1.9) qui rend cette condition suffisante.
Mentionnons que si la non-de´ge´ne´rescence de l’inverse de la matrice de diffusion est bien controˆle´e dans le
cas de la diffusion X , il n’en est pas de meˆme pour son sche´ma d’Euler Xh. C’est ce qui a motive´ l’introduction
des Qi ci-dessus pour pre´senter l’inte´gration par parties. Il n’y a a` ma connaissance pas de preuve d’existence
de la densite´ pour le sche´ma d’Euler hypoelliptique. C’est d’ailleurs ce dernier point qui a amene´ Bally et Talay
a` conside´rer un sche´ma d’Euler le´ge`rement perturbe´ pour obtenir un de´veloppement d’erreur sur les densite´s,
cf. [BT96b].
Hypothe`se (UE) : On suppose la matrice de diffusion a uniforme´ment elliptique et borne´e, i.e. ∃Λ ≥ 1, ∀(t, x) ∈
[0, T ]× Rd, ∀ξ ∈ Rd, Λ−1|ξ|2 ≤ 〈a(t, x)ξ, ξ〉 ≤ Λ|ξ|2. Pour b et σ Lipschitziens en espace et b borne´, il est bien
connu que l’unique solution forte de (1.1) admet une densite´ ve´rifiant une estime´e supe´rieure Gaussienne, i.e.
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∀T > 0, ∃(C, c) := (C, c)(T, |b|∞,Λ), ∀(t, x, y) ∈ (0, T ] × Rd × Rd, p(t, x, y) ≤ Ctd/2 exp(−c |x−y|
2
t ). Ce controˆle
s’obtient aise´ment a` partir de la repre´sentation en se´rie parametrix de la densite´, voir Friedman [Fri64] ou
McKean et Singer [MS67]. L’ide´e de ce type de me´thode est d’e´crire :
p(t, x, y) = p˜(t, x, y) +
+∞∑
i=1
p˜⊗H(i)(t, x, y). (1.11)
ou` p˜(t, x, y) est une densite´ Gaussienne, dans laquelle on a gele´ les cofficients de (1.1) au point d’arrive´e y et
ou` les termes p˜ ⊗ H(i) sont des convolutions temps-espace de densite´s Gaussiennes gele´es et de noyaux H(i)
toujours plus re´gularisants en temps avec i. En d’autres termes, en temps petit, la contribution des p˜⊗H(i) est
de plus en plus ne´gligeable avec i. Nous reviendrons en de´tail sur la me´thode parametrix au Chapitre 3.
L’approche de´veloppe´e dans [MS67] s’est en fait re´vele´e tre`s adapte´e aux discre´tisations. Conside´rons le
sche´ma d’Euler ge´ne´ralise´ de (1.1) ou` l’on remplace les accroissements Browniens (Wti−Wti−1)i∈[[1,N ]] dans (1.3)
par les re´alisations i.i.d. (ξhi )i∈[[1,N ]] d’une loi a` densite´ plus ge´ne´rale ayant meˆmes moments que l’accroissement
Brownien jusqu’a` un certain ordre. Si ce dernier admet une densite´ pN , il est possible de la repre´senter aux
instants de discre´tisation sous la forme
pN(t, x, y) = p˜N (t, x, y) +
+∞∑
i=1
p˜N ⊗N HN,(i)(t, x, y). (1.12)
Dans l’e´quation ci-dessus p˜N designe la densite´ de la somme convenablement normalise´e des ξhi , ⊗N de´signe une
convolution temps-espace discre`te en temps et HN,(i) une version discre`te des noyaux re´gularisants de (1.11).
Cette e´criture et une analyse de la diffe´rence entre les repre´sentations (1.11) et (1.12) a permis a` Konakov et
Mammen [KM00] d’obtenir un the´ore`me limite local a` l’ordre h1/2 pour la diffe´rence (p − pN )(T, x, y). Cette
vitesse correspond a` la vitesse d’approximation classique du the´ore`me limite local en re´gime Gaussien, cf.
Bhattacharya et Rao [BR76]. C’est celle qui controˆle la convergence de p˜N vers p˜. Le re´sultat entre p et pN
de´coule ensuite d’une longue analyse de type stabilite´. Nous pre´senterons au Chapitre 3 une extension de ce
re´sultat pour certains processus de´ge´ne´re´s, article [8].
Dans le cas particulier du sche´ma d’Euler (1.3), i.e. lorsque les (ξhi )i∈[[1,N ]] sont de´ja` Gaussiens, on retrouve la
vitesse d’ordre h comme dans le cas de l’erreur faible mais sur les densite´s [KM02] et leur de´rive´es, cf. [Guy06] :
(p− pN)(1, x, y) = pi(1, x, y)h+ r(1, x, y)h2,
∃(c, C) := (c, C)(1, |b|∞,Λ), ∀(x, y), (|pi| + |r|)(1, x, y) ≤ C exp
(−c|x− y|2) . (1.13)
Sous des hypothe`ses plus fortes que celles courantes de re´gularite´ sur les coefficients, Gobet et Labart [GL08]
ont pre´cise´ment quantifie´ l’ordre du premier terme pour T e´ventuellement petit. Ils ont e´tabli |p−pN |(T, x, y) ≤
ChT−(d+1)/2 exp(−c|x−y|2/T ), ou` les constantes C, c sont uniformes sur un compact en temps. C’est l’utilisation
du calcul de Malliavin qui impose une certaine re´gularite´ sur les coefficients (b, σ suppose´s C1,3b et ∂tσ ∈ C0,1b ).
L’ordre de la singularite´ en temps du terme de reste est ne´anmoins intuitivement clair : les de´veloppements
parametrix (1.11) et (1.12) font intervenir dans les noyaux H et HN des termes d’ordre deux en espace. Lorsque
l’on fait la diffe´rence de ses deux de´veloppements on a une sensibilite´ qui fait donc intervenir des termes d’ordre
trois. Les controˆles usuels sur les de´rive´es des noyaux de la chaleurs elliptiques, cf. Friedman [Fri64] donnent
que ces termes auront une singularite´ d’ordre 3/2 en temps. Celle-ci doit ne´anmoins eˆtre inte´gre´e en temps
dans la convolution ce qui, apre`s inte´grations par parties, donne bien une singularite´ globale additionnelle en
T−1/2 correspondant au re´sultat de Gobet et Labart. Le meˆme re´sultat peut se retrouver a` partir des travaux
de Konakov et Mammen [KM09] qui pre´cisent les re´sultats de [KM00] pour T e´ventuellement petit toujours
pour une chaˆıne de Markov ge´ne´rale approchant (1.1).
L’avantage des de´veloppements de type (1.13) pour l’e´tude de l’erreur faible, par rapport aux approches
pre´ce´dentes, est de pouvoir pre´cise´ment relaˆcher les hypothe`ses sur la fonction g. Guyon montre en particulier
que le de´veloppement (1.7) reste valable si g est une distribution tempe´re´e, incluant en particulier les masses
de Dirac et les de´rive´es de masse de Dirac. Ce dernier point est en particulier important pour les applications
au calcul de sensibilite´, ou d’estimation des de´rive´es de l’EDP (1.6), qui sont cruciales en finance.
Enfin, l’approche parametrix de [KM00], [KM09] pour l’approximation permettrait d’e´tendre les re´sultats
mentionne´s a` des e´quations a` coefficient de diffusion a uniforme´ment Ho¨lder en espace, borne´, mesurable en
temps et de´rive b borne´e dans le cadre du proble`me de martingale classique. On retrouverait de la sorte les
hypothe`ses naturelles en analyse pour obtenir les controˆles sur les noyaux de la chaleur associe´s a` des ope´rateurs
sous forme non divergence elliptiques, cf. Friedman [Fri64] ou Sheu [She91] pour une approche probabiliste de
ces re´sultats.
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En conclusion de cette pre´sentation, notons que l’approche originelle de Talay et Tubaro ne requiert pas de
condition de non-de´ge´ne´rescence. Elle est robuste de`s lors que l’on a de la re´gularite´. Pour se passer de re´gularite´
sur g, une hypothe`se de non de´ge´ne´rescence (hypoellipticite´ ou uniforme ellipticite´) est ne´cessaire. Cela permet
de faire porter les de´rivations spatiales intervenant lors de l’analyse de l’erreur, sur la densite´ du processus que
l’on sait alors controˆler.
Mentionnons e´galement la recherche active ces dernie`res anne´es sur les sche´mas d’erreur faible e´leve´e. Ces
derniers sont issus des travaux de Kusuoka [Kus01] dont le sche´ma a ensuite e´te´ de´veloppe´ par Lyons et Victoir
[LV04] et Ninomiya et al. [NV08], [NN09]. L’ide´e est toujours de proce´der a` des de´veloppements d’Itoˆ-Taylor
dans les inte´grales stochastiques et de remplacer ensuite les inte´grales stochastiques ite´re´es apparaissant par des
variables ale´atoires ayant les meˆmes moments jusqu’a` un certain ordre en utilisant des formules de quadrature
pour ces inte´grales Browniennes multiples. Le gros du travail est ensuite de de´terminer des bonnes fonctions de
quadrature, ce qui requiert un travail alge´brique conse´quent.
Ces sche´mas imposent ne´anmoins beaucoup de re´gularite´ sur les coefficients b, σ ce qui n’est pas a priori
ne´cessaire pour avoir un de´veloppement (1.7) (cf. [KM02]) a` partir duquel l’extrapolation de Richardson Rom-
berg est toujours possible.
1.3.2 Proble`me de Cauchy : cas discontinu
L’approche initiale de [TT90] est suffisamment robuste pour s’e´tendre naturellement au cas ou` le processus
Z dans (1.1) comprend une partie a` saut. L’ide´e sous jacente est la meˆme et consiste a` controˆler les de´rive´es de
u qui peut dans ce cadre se voir comme la solution de l’EDP inte´gro diffe´rentielle :
∂tu(t, x) + 〈b(t, x), Dxu(t, x)〉+ 12 tr(a(t, x)D2xu(t, x))
+
∫
Rr
(
u(t, x+ σ(t, x)z)− u(t, x)− 〈∇u(t, x), σ(t, x)z〉I|z|≤1
)
ν(dz) = 0, (t, x) ∈ [0, T )× Rd,
u(T, x) = g(x), x ∈ Rd.
(1.14)
Sous des hypothe`ses similaires a` celles du cas continu, i.e. re´gularite´ des coefficients (suppose´s homoge`nes) et
de la condition terminale g, en imposant par ailleurs des conditions d’inte´grabilite´ assez fortes sur la mesure
de Le´vy ν, Protter et Talay [PT97] ont re´ussi a` obtenir un de´veloppement de l’erreur faible similaire a` (1.7)
lorsque (1.1) est approche´e par son sche´ma d’Euler (1.3), cf. leur The´ore`me 2.2. L’ide´e reste celle de de´rivation
du flot. Les hypothe`ses d’inte´grabilite´ sur ν sont ne´cessaires pour controˆler en norme Lp, ou` p est relie´ a` l’indice
de de´rivation, les de´rive´es du flot.
Dans le cas d’EDS dirige´es par des processus de Le´vy ge´ne´raux Z se pose e´galement la question de simulation
du sche´ma d’Euler. En effet, bien que les accroissements de processus de Le´vy soient explictement simulables
dans certains cas : processus stables, Gamma, Poisson compose´, ..., ils ne le sont pas pas en toute ge´ne´ralite´.
L’analyse de l’erreur faible associe´e a` un sche´ma “simulable” de´rivant du sche´ma d’Euler est effectue´e dans
Jacod et al [JKMP05]. Les auteurs introduisent le sche´ma
X¯hti+1 = X¯
h
ti + b(ti, X¯
h
ti)h+ σ(ti, X¯
h
ti)ζ
h
i+1, i ∈ [[0, N − 1]], X¯h0 = x,
ou` les (ζi)i≥1 sont des variables i.i.d. approchant en loi les accroissements (Zti+1 − Zti)i≥1. Toujours sous
des hypothe`ses fortes concernant l’inte´grabilite´ de la mesure de Le´vy ν, ils obtiennent une majoration d’er-
reur de la forme |E[g(X¯hT )− g(XhT )]| ≤ C(γh ∨ h). Dans l’ine´galite´ pre´ce´dente γh est tel que pour H ∈ C40 (Rd),
|E[H(ζh)−H(Zh)]| ≤ Chγh. Sous des hypothe`ses toujours plus fortes de re´gularite´ et d’inte´grabilite´ sur b, σ, g, ν,
un de´veloppement d’erreur est e´galement obtenu.
L’hypothe`se d’inte´grabilite´ de la mesure ν requise dans les travaux pre´ce´dents, et cruciale du point de
vue des techniques utilise´es, est en revanche ge´nante pour de nombreuses applications qui font intervenir des
processus a` queues lourdes. Le cas des processus stables d’indice α ∈ (0, 2), i.e. on exclut le cas Brownien,
illustre bien cet aspect. Ils interviennent dans de nombreux champs d’applications : physique mathe´matique
[IP06], te´le´communications [SK74], finance [JMW96] et ne ve´rifient pas du tout les conditions d’inte´grabilite´
pre´ce´dentes. Par ailleurs, le sche´ma d’Euler est dans ce cas parfaitement simulable, cf. [PT97] ou [ST94]. Dans
ce cadre, Hausenblas [Hau02] a obtenu dans le cas scalaire une majoration de l’erreur faible a` l’ordre 1 en h
pour g ∈ L∞ en utilisant le calcul de Malliavin.
Au chapitre 3, nous de´velopperons comment a` partir d’une repre´sentation en se´rie parametrix pour la densite´
de l’EDS (1.1) dirige´e par un processus stable, ou en termes analytiques de la solution fondamentale de l’EDP
(1.14), on peut obtenir un de´veloppement d’erreur entre la densite´ de la diffusion et de son sche´ma d’Euler,
article [9]. En utilisant que les queues de la densite´ ont un comportement asymptotique en espace de l’ordre
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de (1 + |x|d+α)−1, qui est optimal au sens ou` une minoration du meˆme ordre existe, nous pourrons e´galement
relaxer les hypothe`ses de bornitude de g pour permettre des croissances en |g(x)| ≤ C(1 + |x|β), β < α.
Mentionnons dans le cas ge´ne´ral pour Z le travail de Kohatsu Higa et Tankov [KHT10] qui e´tudie l’erreur
faible pour des sche´mas de pas adapte´s a` l’amplitude des sauts avec une ame´lioration de l’erreur de convergence
usuelle en h du sche´ma d’Euler. L’approche reste ne´anmoins celle de de´rivation du flot et requiert donc de la
re´gularite´.
1.3.3 Autres fonctionnelles
Le proble`me de Cauchy Dirichlet : cas continu
Supposons que l’e´quation (1.1) soit dirige´e par un mouvement Brownien. Conside´rons pour un domaine
D ⊂ Rd (i.e. un ouvert connexe) τ := inf{t ≥ 0 : Xt 6∈ D}. Si l’on conside`re la fonctionnelle Ψ
(
(Xt)t∈[0,T ]
)
=
g(T∧τ,XT∧τ ), la question de l’approximation de Ex[Ψ
(
(Xt)t∈[0,T ]
)
] est lie´e a` des proble´matiques de valorisation
d’options a` barrie`res en finance et de fac¸on plus ge´ne´rale a` la re´solution nume´rique de proble`mes de Cauchy-
Dirichlet pour l’e´quation de la chaleur.
Dans la pratique, une question supple´mentaire se pose par rapport a` l’e´tude du proble`me sans condition
de bord, celle de l’approximation de Ψh. Un choix naturel et peu couˆteux nume´riquement est de prendre
Ψh
(
(Xht )t∈[0,T ]
)
= g(T ∧ τh,ΠD¯(XhT∧τh)), ou` τh := inf{ti := ih,Xhti 6∈ D} et ΠD¯ de´signe la projection sur
l’adhe´rence du domaine. En effet, ce choix permet de ne ve´rifier qu’aux instants de discre´tisation si le sche´ma
d’Euler se trouve ou non dans le domaine. L’analyse de l’erreur de discre´tisation
EDh = Ex[g(T ∧ τh,ΠD¯(XhT∧τh))]− Ex[g(T ∧ τ,XT∧τ )] = E[u(T ∧ τh,ΠD¯(XhT∧τh))]− u(0, x),
s’effectue ensuite suivant le meˆme sche´ma que dans le cas sans bord en utilisant les proprie´te´s de re´gularite´ de
u solution de {
(∂t + Lt)u(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T )×D,
u(t, x) = g(t, x), (t, x) ∈ [0, T )× ∂D ∪ {T } × D¯. (1.15)
Des hypothe`ses de non de´ge´ne´rescence similaires a` celles pre´sente´es a` la section pre´ce´dente (hypoellipticite´ ou
uniforme ellipticite´) permettent d’avoir des estime´es si le domaine D est suffisamment re´gulier. Dans ce cadre,
Gobet [Gob00] a montre´ que EDh = O(h1/2) avec certaines conditions de support et/ou re´gularite´ sur g. Il est
a` noter que ce re´sultat n’est pas duˆ a` l’approximation du processus de diffusion mais est inhe´rent au choix de
l’approximation discre`te du temps d’arreˆt. En effet, dans le cas monodimensionnel, pour Xt =Wt et qu’il n’y a
donc pas d’erreur de discre´tisation du processus, on peut de´duire des travaux de Siegmund et Yuh [SY82] que
pour l’approximation discre`te de la fonction de re´partition du processus stoppe´, i.e. g(t, x) = It=T Ix>A, A fixe´,
EDh = Ch1/2 + o(h1/2). Ce re´sultat a motive´ les travaux [1] et [7] qui ont permis d’e´tablir respectivement une
borne infe´rieure et un de´veloppement d’erreur a` l’ordre 1/2 pour EhD.
Par ailleurs, cette mauvaise vitesse en comparaison du cas sans bord a donne´ lieu a` une recherche active
pour l’ame´lioration de la convergence des me´thodes nume´riques : approximation plus fine du temps de sortie
par ponts Browniens [Gob00, Gob01], techniques de grandes de´viations pour les asymptotiques de probabilite´s
de sortie [Bal95, BCI99], correction de domaine [BGK97]. De´taillons ici cette dernie`re. Dans le cas du mode`le
de Black et Scholes monodimensionnel et pour un demi-espace, Broadie et al. [BGK97], ont introduit l’ide´e de
baisser convenablement en fonction de h la barrie`re de sorte a` compenser la surestimation des trajectoires prises
en compte du fait de l’estimation discre`te. Cette me´thode a e´te´ ge´ne´ralise´e a` une large classe de domaines non
cylindriques re´guliers dans [7] pour des processus de diffusions.
Nous reviendrons en de´tail sur ces aspects au Chapitre 2 de´die´ aux approximations de processus stoppe´s.
Les mode`les cine´tiques et options asiatiques : cas continu
Nous conside´rons ici le cas ou` ψ
(
(Xt)t∈[0,T ]
)
= g(T−1
∫ T
0 Xtdt,XT ). Typiquement, si l’on conside`re le
cas d’une option asiatique en finance g(T−1
∫ T
0 Xtdt,XT ) = (T
−1 ∫ T
0 Xtdt − XT )+ pour un call. Le facteur
de normalisation en T−1 devant l’inte´grale permet aux deux quantite´s d’eˆtre a` la meˆme e´chelle globale et
la comparaison entre valeur d’un actif a` l’instant T et sa moyenne sur la pe´riode. Pour l’analyse de l’erreur
faible EDh := Ex[g(T−1
∫ T
0
Xhφ(t)dt,X
h
T )] − Ex[g(T−1
∫ T
0
Xtdt,XT )], le de´coupage pre´ce´dent peut s’effectuer en
conside´rant l’EDP : {
(∂t + Lt)u(t,x) = 0, (t,x) ∈ [0, T )× R2d,
u(T,x) = g(x), x ∈ R2d, (1.16)
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ou` l’on note x = (x, y) et Ltϕ(x) = 〈b(t, x),∇xϕ(x)〉 + 12 tr
(
a(t, x)D2xϕ(x)
)
+ 〈x, ∂yϕ(x)〉. Cette e´quation
est de´ge´ne´re´e et le ge´ne´rateur Lt est celui du couple (Xt, Yt)t≥0, Yt = y +
∫ y
0 Xsds. Lorsque les coefficients b, σ
de´pendent e´galement de y alors l’e´quation (1.16) peut eˆtre associe´e a` un syste`me Hamiltonien stochastique. Pour
un Hamiltonien donne´ de la forme H(x, y) = V (y) + |x|
2
2 ou` V est un potentiel et
|x|2
2 l’e´nergie cine´tique d’une
particule de masse unite´, le syste`me Hamiltonien stochastique associe´ correspondrait a` b(Xs, Ys) = −(∂yV (Ys)+
F (Xs, Ys)Xs), ou` F ≥ 0 est un terme de friction.
Dans le cas d’un mouvement Brownien ge´ome´trique a` coefficient de diffusion ale´atoire, l’analyse de EDh
a e´te´ effectue´e par Temam [Tem01]. L’approximation par chaˆıne de Markov de la solution fondamentale de
(1.16), avec b, σ de´pendant de x = (x, y), est l’objet du travail [8] et sera pre´sente´e au Chapitre 3. A l’aide de
de´veloppements parametrix nous obtiendrons un the´ore`me limite local en re´gime Gaussien pour la diffe´rence
entre les densite´s du processus et de la chaˆıne de Markov. L’e´tude de syste`mes de´ge´ne´re´s de type (1.16) sera
de´veloppe´e au Chapitre 5.2. Nous y pre´senterons les re´sultats de [10] qui donnent en particulier des estime´es
“a` la Aronson” pour la solution fondamentale de (1.16).
1.4 Quelques autres proble`mes usuels d’approximation de processus
Erreur en loi normalise´e
Lorsque l’on s’inte´resse a` l’approximation de fonctionnelles de la trajectoire, une autre question naturelle est
celle de la limite en loi (au sens des processus) de l’erreur normalise´e, i.e. la limite de Uh := ρh(X −Xh) pour
une renormalisation ρh →
h→0
+∞ a` pre´ciser. La dynamique de cette limite a e´te´ e´tudie´e initialement par Kurtz
et Protter [KP91] pour des processus de diffusion puis dans un cadre plus ge´ne´ral par Jacod et Protter [JP98].
Ce travail inclut en particulier le cas de´terministe et de certains processus de Le´vy.
Pour les processus de diffusion, la bonne renormalisation est ρh = h
−1/2, ce qui pouvait se pre´voir a` partir
des controˆles sur l’erreur forte. Si b = 0, Z =W dans (1.1), la dynamique limite de l’erreur s’e´crit
Ut =
∫ t
0
σ′(Xs)UsdZs − 1√
2
∫ t
0
(σσ′)(Xs)dW˜s, (1.17)
ou` W˜ est un mouvement Brownien inde´pendant de W . Cette dynamique peut intuitivement se de´duire du
de´veloppement au premier ordre de la dynamique de la diffe´rence :
Uht =
∫ t
0
σ′(Xs)Uhs dWs +
∫ t
0
σσ′(Xhφ(s))h
−1/2(Ws −Wφ(s))dWs +Rht ,
ou` Rht est un terme de reste.
Le mouvement Brownien inde´pendant du deuxie`me terme dans (1.17) apparaˆıt graˆce a` l’inde´pendance asymp-
totique des deux inte´grales stochastiques dans la dynamique de Uh. Le terme de normalisation en 1/
√
2 provient
quant a` lui de la caracte´risation a` l’aide de la variation quadratique.
Le cas des processus de Le´vy est plus de´licat. Mentionnons le travail de Jacod [Jac04] qui relie le parame`tre
de normalisation ρh a` la concentration de la mesure de Le´vy ν de Z autour de 0 (cf. (1.2)). La dynamique limite
de U est similaire a` celle de (1.17) mais l’inte´gration pour le deuxie`me terme ne fait plus intervenir un Brownien
mais un autre processus de Le´vy V , lie´ au processus directeur Z mais toujours inde´pendant de ce dernier. En
particulier, le cas stable est entie`rement caracte´rise´.
Le proble`me de caracte´risation de la dynamique limite de l’erreur a e´te´ aborde´ par Rubenthaler [Rub03] dans
le cas d’une version simulable du sche´ma de discre´tisation de l’EDS dirige´e par un proce´ssus de Le´vy ge´ne´ral.
Mesures invariantes
Lorsque le processus X ve´rifie certaines proprie´te´s de stabilite´ de type Lyapunov, la question de l’approxi-
mation de mesures invariantes se pose de fac¸on naturelle.
Des sche´mas a` pas de´croissants ont e´te´ introduits dans le cas continu par Lamberton et Page`s [LP02, LP03].
Le raffinement du pas de temps permet de converger vers la mesure invariante du processus initial. Cette
approche pre´sente par ailleurs l’avantage de pouvoir s’appliquer au cas de processus de´ge´ne´re´s. Elle a e´te´
ge´ne´ralise´e par Panloup pour des d’EDS dirige´es par des processus de Le´vy [Pan08] et dans des cas continus a`
de´rive singulie`re par Lemaire [Lem07].
Dans le cadre des syste`mes Hamiltoniens, i.e. lorsque le terme de friction F > 0 dans l’exemple ci-dessus,
Talay [Tal02], Mattingly et al. [MSH02] ont e´tudie´ diffe´rents sche´mas d’approximation de la mesure invariante
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par chaˆıne de Markov a` pas constants. Ces derniers pre´supposent une meilleure connaissance a priori du semi-
groupe de la diffusion. En effet dans ces travaux c’est la mesure invariante de la chaˆıne qui est approche´e et il
est ensuite ne´cessaire d’avoir des controˆles pre´cis sur l’e´cart avec la mesure invariante du processus initial.
Transferts de proprie´te´s du mode`le continu au mode`le discret
Nous mentionnerons ici les travaux de Veretennikov et ses coauteurs qui se sont inte´resse´s au transfert de
proprie´te´s de mixing [KV06] et de principes de grandes de´viations du mode`le continu de diffusion dirige´e par
un Brownien a` un sche´ma nume´rique discret [Ver03].
Vers des mode`les non line´aires
L’essor de la the´orie des e´quations diffe´rentielles stochastiques re´trogrades (EDSR) initie´e par Pardoux et
Peng [PP90], a permis d’e´tendre les repre´sentations de Feynman Kac a` une certaine classe de proble`mes non
line´aires : e´quations semi/quasi-line´aires, proble`mes de frontie`re libre.
Ce lien a donne´ lieu a` une se´rie de travaux sur l’approximation de telles e´quations. Citons Zhang [Zha04]
pour l’analyse de l’erreur d’un sche´ma de semi-discre´tisation d’une EDSR, puis Gobet et Labart [GL07] pour
un de´veloppement de l’erreur. Il ressort de ces travaux que l’erreur globale en norme L2 commise sur le triplet
(X,Y, Z) est guide´e par l’erreur forte associe´e a` la composante progressive. Si la composante re´trograde est
un peu re´gulie`re, on propage simplement en temps re´trograde l’erreur usuelle forte associe´e a` l’approximation
de la composante progressive. On retrouve ce meˆme phe´nome`ne pour les e´quations couple´es, cf. [2] et [5], les
approximations d’EDSR dans un domaine [6], ou les proble`mes de frontie`re libre, voir Bally, Page`s et al. [BP03].
Nous reviendrons en de´tail sur ces aspects au Chapitre 4.
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Chapitre 2
Approximation de processus
tue´s/stoppe´s
Ce chapitre vise a` faire une synthe`se des travaux [1], [3], [4], [7] e´crits en partie avec Emmanuel Gobet de
l’ENSIMAG et relatifs a` diffe´rents proble`mes d’approximation pour des processus tue´s et/ou stoppe´s. L’ide´e
est tout d’abord d’e´tablir une vitesse de convergence pour l’erreur faible lorsque l’on fait le choix de stopper le
sche´ma d’approximation a` temps discret. Par opposition au cas de l’espace tout entier, cette vitesse est d’ordre
1/2 en h si h de´signe le pas de temps uniforme de discre´tisation. Cet ordre correpond a` celui de l’overshoot du
sche´ma d’Euler, i.e. la distance au bord du domaine lorsque le sche´ma sort a` temps discret. Cet ordre est encore
celui de l’accroissement Brownien.
Le travail initial [1] a permis d’isoler l’overshoot comme terme dominant dans l’erreur et d’obtenir un
encadrement de l’erreur a` l’ordre 1/2 pour des diffusions hypoelliptiques et des domaines cylindriques re´guliers
ve´rifiant une condition de frontie`re non caracte´ristique.
Des the´ore`mes limites sur l’overshoot existent depuis longtemps dans le cadre du Brownien monodimension-
nel tue´ a` temps discret. En particulier, Siegmund et Yuh [SY82] ont e´tabli l’inde´pendance asymptotique du
temps de sortie discret et de l’overshoot renormalise´. C’est pre´cise´ment ce type de re´sultat qui est a` la base
du de´veloppement de l’erreur faible. Une grande partie de [7] a consiste´ a` caracte´riser la loi limite du triplet
temps de sortie discret, position de sortie et overshoot renormalise´ pour le sche´ma d’Euler d’une diffusion uni-
forme´ment elliptique stoppe´e a` la sortie d’un domaine re´gulier non cylindrique. Il s’agit la` de l’un des re´sultats
principaux de ce chapitre. Dans le cas particulier de coˆnes forme´s par l’intersection de demi-espaces un re´sultat
similaire avait e´te´ obtenu pour le Brownien dans [3]. Ce the´ore`me limite a dans les deux cas mentionne´s permis
d’aboutir au de´veloppement de l’erreur faible (avec une extension au proble`me stationnaire pour un domaine
re´gulier).
Comme nous l’avons indique´ au Chapitre 1.3.1, un de´veloppement d’erreur permet d’utiliser des me´thodes
d’acce´le´ration de la convergence pour l’approximation nume´rique. En particulier, la me´thode d’extrapolation de
Romberg est toujours possible, puisque purement alge´brique, sans connaissance a priori de la constante dans le
de´veloppement limite´. Dans le cas de l’approximation faible de processus tue´s, une caracte´risation “explicite” de
cette constante permet d’utiliser une technique alternative d’acce´le´ration de convergence. Celle-ci consiste a` tuer
le processus a` temps discret a` la sortie d’un domaine plus petit que celui initial que l’on peut choisir de sorte a`
tuer le terme dominant de l’erreur. La construction de ce domaine de´pend du pas de temps h, et explicitement de
l’expression de la constante dans le de´veloppement limite´ de l’erreur. L’ide´e est d’utiliser la notion de sensibilite´
du proble`me de Dirichlet par rapport au domaine, qui avait d’abord e´te´ introduite en optimisation de formes,
cf. Sokoloski et Zolesio [SZ92], puis de´veloppe´e dans un cadre probabiliste par Costantini et al. [CKG06].
Nous conclurons ce chapitre en pre´sentant les re´sulats de [4] ou` l’on montre comment e´tendre l’analyse de
l’erreur de discre´tisation au cas non Markovien des processus d’Itoˆ pour lesquels il n’est plus possible d’utiliser
une repre´sentation de l’erreur via une EDP.
2.1 Mode`le ge´ne´ral et lien avec le proble`me de Dirichlet
Soit (Xt)t≥0 un processus de diffusion d-dimensionnel de dynamique
Xt = x+
∫ t
0
b(s,Xs)ds+
∫ t
0
σ(s,Xs)dWs (2.1)
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ou` W est un mouvement Brownien de Rd, et les coefficients b, σ sont Lipschitz en espace et localement borne´s
en temps.
On se donne une famille (Dt)t≥0, de´pendant du temps de domaines re´guliers borne´s de Rd. On suppose
e´galement cette famille re´gulie`re en temps. Pour un instant T > 0 de´terministe fixe´, on associe a` la famille
pre´ce´dente le domaine temps-espace (voir Figure 2.1)
D =
⋃
0<t<T
{t} ×Dt = {(t, x) : 0 < t < T, x ∈ Dt} ⊂]0, T [×Rd.
Les domaines cylindriques sont des cas particuliers des domaines temps-espace pre´ce´dents. On a dans ce cas
D0
Dt
DT
temps
t0 T
R
d
Figure 2.1 – Domaine temps espace et ses sections en temps.
D =]0, T [×D ou` D est un domaine de Rd (i.e. Dt = D pour tout t).
De´finissons τ = inf{t > 0 : Xt 6∈ Dt}. Ainsi, τ ∧ T est le premier temps de sortie de (t,Xt)t≥0 du do-
maine temps-espace D. Pour des fonctions continues g, f, k : D¯ → R, nous pre´senterons des re´sultats relatifs a`
l’approximation nume´rique de quantite´s de la forme
Q(T, g, f, k, x) := Ex[g(τ ∧ T,Xτ∧T )Zτ∧T +
∫ τ∧T
0
Zsf(s,Xs)ds], Zs = exp(−
∫ s
0
k(r,Xr)dr). (2.2)
Sous de bonnes hypothe`ses de re´gularite´ des fonctions pre´ce´dentes et de non-de´ge´nerescence du coefficient de
diffusion dans un voisinage du bord de D, l’expression ci-dessus n’est autre que la repre´sentation Feynman-Kac
de la solution de l’EDP {
(∂tu+ Ltu− ku+ f)(t, x) = 0, (t, x) ∈ D,
u(t, x) = g(t, x), (t, x) ∈ PD, (2.3)
ou` Ltϕ(x) = 〈b(t, x),∇ϕ(x)〉 + 12 tr(a(t, x)D2xϕ(x)) est le ge´ne´rateur infinite´simal de Xt, PD := ∂D\[{0} ×D0]
de´signe la frontie`re parabolique du domaine D et les fonctions k et f correspondent respectivement a` des termes
potentiels et source dans l’e´quation de la chaleur ci-dessus.
L’approximation nume´rique la plus simple de la quantite´ (2.2) consiste a` utiliser le sche´ma d’Euler stoppe´
a` temps discret. Pour un pas de temps h = T/m > 0, m ∈ N∗ fixe´, on de´finit les instants de discre´tisation
ti = ih = iT/m)i≥0 et pour t ≥ 0, φ(t) := ti si ti ≤ t < ti+1. Le sche´ma d’Euler s’e´crit alors :
Xht = x+
∫ t
0
b(φ(s), Xhφ(s))ds+
∫ t
0
σ(φ(s), Xhφ(s))dWs. (2.4)
Nous associons au sche´ma d’Euler son temps de sortie discret τh := inf{ti > 0 : Xhti /∈ Dti}, ce qui conduit a`
approcher (2.2) par :
Qh(T, g, f, k, x) := Ex[g(τ
h ∧ T,Xhτh∧T )Zhτh∧T +
∫ τh∧T
0
Zhφ(s)f(φ(s), X
h
φ(s))ds], Z
h
t = e
− R t
0
k(φ(r),Xhφ(r))dr. (2.5)
L’erreur faible associe´e a` cette proce´dure de discre´tisation est la diffe´rence des e´quations (2.2) et (2.5), EDh :=
(Qh − Q)(T, g, f, k, x). Pre´cisons que dans l’approximation (2.5) ci-dessus la fonction g est presque suˆrement
e´value´e hors de l’adhe´rence du domaine. Cette approximation peut a` premie`re vue sembler grossie`re. Elle
n’affecte pas ne´anmoins la vitesse de convergence et e´vite nume´riquement l’e´tape potentiellement couˆteuse de
projection sur D¯.
Une premie`re hypothe`se de travail est celle de frontie`re non caracte´ristique du domaine. Pre´cise´ment, si
F (t, x) de´signe la distance signe´e de x ∈ Rd au bord du domaine Dt 1, on suppose que
1. Dans le cas d’un domaine cylindrique F (t, x) = F (x), distance signe´e au bord du domaine D.
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(FNC) Pour un r0 > 0 il existe a0 > 0 tel que ∇F (t, x)[σσ∗](t, x)∇F (t, x)∗ ≥ a0 pour tout (t, x) ∈
⋃
0≤t≤T {t}×
V∂Dt(r0), V∂Dt(r0) := {x ∈ Dt : d(x, ∂Dt) ≤ r0}.
Cette condition est suffisante pour garantir la convergence de EDh vers 0, cf. Proposition 3 de [1]. Elle apparaˆıt
comme minimale dans la mesure ou` des contre-exemples existent lorsqu’elle n’est pas ve´rifie´e, cf. [Gob00]. Elle
exprime que dans un voisinage du bord le processus de distance au bord est non de´ge´ne´re´, ou dit autrement
que la matrice de diffusion est non de´ge´ne´re´e le long des normales au bord des sections Dt du domaine D.
Comme le processus de distance au bord est mono-dimensionnel, il est en quelque sorte similaire a` un
mouvement Brownien change´ de temps. C’est la formalisation de cette observation heuristique qui a permis de
ge´ne´raliser au sche´ma d’Euler les re´sultats asymptotiques sur l’overshoot a` partir des re´sultats Browniens, voir
Section 2.2.1.
Comme nous l’avons indique´ en Section 1.3.1, un outil essentiel pour l’analyse de l’erreur faible est le controˆle
des de´rive´es de la solution u de (2.3). Nous avons conside´re´ deux types d’hypothe`ses :
(A) Le domaine est cylindrique, i.e. D :=]0, T [×D. Les coefficients b, σ sont homoge`nes en temps et de classe C∞b
(borne´s a` de´rive´es borne´es). Le coefficient de diffusion a ve´rifie (FNC) et une hypothe`se de type Ho¨rmander
forte, i.e. seuls les crochets associe´s a` la partie diffusive engendrent l’espace.
Dans ce cadre le noyau de la chaleur tue´ posse`de de bonnes proprie´te´s, cf. Cattiaux [Cat91]. Ainsi, lorsque
g|PD\[{T}×DT ] = 0 et que le support de g(T, .) est a` une distance positive du bord, il est possible de controˆler
les de´rive´es de u en adaptant au cas tue´ les inte´grations par parties de Malliavin utilise´es par Bally et Talay
[BT96a] (Article [1]).
(B) Le domaine D, les coefficients b, σ, f, g sont suffisamment re´guliers et a est uniforme´ment elliptique.
Dans ce cas il est possible d’utiliser des estime´es de type Schauder pour les e´quations dans des domaines non
cylindriques, cf. Lieberman [Lie96] (Article [7]).
Pre´cisons que sous les hypothe`ses (A) nous avons e´tudie´ l’erreur faible sans terme potentiel ni source, i.e.
f = k = 0. En revanche, sous (B) nous avons conside´re´ le cas ge´ne´ral de l’e´quation (2.3). Dans les deux cas
mentionne´s, les formules d’Itoˆ-Taylor ne´cessaires pour controˆler EDh font ne´anmoins intervenir un de´veloppement
en semi-martingale de ΠD¯(Xht ). En particulier, le controˆle des restes, voir e´quation (2.6), requiert des estime´es
assez fines sur la mesure d’occupation d’un voisinage du bord pour le sche´ma et sur son temps local au bord, i.e.
temps local de F (t,Xht )t≥0 en 0. Nous renvoyons a` l’annexe A de [7] et a` la Section 3 de [1] pour des de´tails.
Sous les hypothe`ses (A), pour lesquelles g(s, x) = Is=T g0(x), (s, x) ∈ PD, nous avons e´tabli dans [1] que :
EDh := Ex[g0(XhT )Iτh>T ]− E[g0(XT )Iτ>T ] = Ex
[∫ T
0
∂nu(t,X
h
t )d[F
−(Xht∧τh)]
]
+O(h). (2.6)
Ce controˆle illustre l’importance de l’overshoot pour le de´veloppement d’erreur. Pour g0 positive, nous avons
de´duit de (2.6) dans [1] un encadrement de l’erreur pour h suffisamment petit, i.e. ∃C ≥ 1, C−1h1/2 ≤ EDh ≤
Ch1/2, en utilisant la stricte positivite´ de la de´rive´e normale. C’est la caracte´risation de la loi limite de l’overshoot
qui manquait pour obtenir le de´veloppement. C’est pre´cise´ment cette loi que nous avons pu e´tablir dans [7]
pour des domaines temps-espace ve´rifiant la condition de frontie`re non caracte´ristique (FNC).
2.2 Controˆles sur l’erreur faible
2.2.1 The´ore`me limite sur l’overshoot
Le re´sultat principal de cette section est le the´ore`me limite sur la loi jointe du triplet forme´ par le temps de
sortie discret, la position de sortie et l’overshoot renormalise´ du sche´ma de discre´tisation :
(τh, Xhτh , h
−1/2F−(τh, Xhτh)).
Les lois limites d’overshoot ont e´te´ e´tudie´es dans de nombreux cadres. Mentionnons les travaux de Siegmund
[Sie79] et Siegmund et Hu [SY82] dans le cas de la marche simple scalaire, ceux d’Alsmeyer [Als94] ou Fuh
et Lai [FL01] pour les chaˆınes de Markov ergodiques, et enfin Doney et Kyprianou [DK06] pour les processus
de Le´vy. Le point commun a` toutes ces approches est l’utilisation d’arguments de renouvellement. Une the´orie
du renouvellement non line´aire a meˆme e´te´ de´veloppe´e afin d’e´tudier les overshoot de marches ale´atoires par
rapport a` des frontie`res courbes, cf. [Woo82] et [Zha88]. Nous e´tendons ce type de re´sultats au sche´ma d’Euler.
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The´ore`me 2.2.1 (Lois jointes limites associe´es a` l’overshoot) Supposons que (FNC) est ve´rifie´e, que le
domaine D est de classe C2 et les coefficients b, σ ∈ C(1+θ)/2,1+θ(D¯) ou` θ ∈]0, 1[ avec les notations usuelles pour
les espaces de Ho¨lder 2. Soit ϕ une fonction continue a` support compact. Pour tout t ∈ [0, T ], x ∈ D0, y ≥ 0,
Ex[Iτh≤tZ
h
τhϕ(X
h
τh)IF−(τh,Xh
τh
)≥y√h] −→h→0 Ex
[
Iτ≤tZτϕ(Xτ )
(
1−H(y/|∇Fσ(τ,Xτ )|)
)]
,
ou` H(y) := (E0[sτ+ ])
−1 ∫ y
0 P0[sτ+ > z]dz et s0 := 0, ∀n ≥ 1, sn :=
∑n
i=1G
i, les Gi e´tant des lois normales
centre´es standards i.i.d., τ+ := inf{n ≥ 0 : sn > 0}.
En d’autres termes, le triplet (τh, Xhτh, h
−1/2F−(τh, Xhτh)) converge donc faiblement vers (τ,Xτ , |∇Fσ(τ,Xτ )|Y )
ou` Y est une variable ale´atoire inde´pendante de (τ,Xτ ) et de fonction de re´partition H . En fait, Y est la loi
asymptotique de l’overshoot Brownien, voir [Sie79]. La moyenne de l’overshoot est une quantite´ importante
qui interviendra dans la proce´dure de correction de domaine. Notons que E(Y ) =
E0[s
2
τ+
]
2E0[sτ+ ]
:= c0, et d’apre`s
Siegmund [Sie79]
c0 = −ζ(1/2)√
2pi
= 0.5826... (2.7)
ou` ζ de´signe la fonction de Riemann.
L’ide´e cle´ pour prouver le The´ore`me 2.2.1 est de pratiquer une approximation de la frontie`re du domaine
par un demi-espace et du sche´ma d’Euler par un processus a` coefficients gele´s dans un voisinage du bord. Une
double localisation est toutefois ne´cessaire, voir Figure 2.2. En effet, l’approximation a` domaine et coefficients
constants sera pertinente lorsque le sche´ma d’Euler se trouve dans un voisinage de taille hα du bord, α > 0. Mais
pour pouvoir appliquer les arguments de renouvellement, il faut e´galement que le sche´ma d’Euler se trouve hors
d’un voisinage de taille h1/2−ε < hα. Par rapport a` l’e´chelle Brownienne typique de h1/2, le sche´ma se trouve
suffisamment loin du bord. Le the´ore`me re´sulte ensuite de controˆles assez pre´cis sur l’approximation e´voque´e,
t0 T
R
d
temps
∂D
}∆ 12−ε }
∆α
Figure 2.2 – Les deux voisinages de localisation avec α < 12 − ε.
avec en particulier des estime´es sur les e´chelles typiques pour les temps de sortie en fonction de l’e´chelle du
voisinage, voir Section 3 de [7].
2.2.2 Application au de´veloppement d’erreur
Le The´ore`me 2.2.1 e´tait l’argument manquant pour obtenir le de´veloppement d’erreur dans [1]. Nous avons
utilise´ ce re´sultat dans [7] pour e´tablir le :
The´ore`me 2.2.2 (De´veloppement au premier ordre) Supposons que les hypothe`ses (B) soient ve´rifie´es.
Alors, pour h suffisamment petit
EDh = c0
√
hEx[Iτ≤TZτ (∇u −∇g)(τ,Xτ ) · ∇F (τ,Xτ )|∇Fσ(τ,Xτ )|] + o(
√
h), (2.8)
ou` c0 est de´fini en (2.7).
Nous avons indique´ dans (B) qu’une re´gularite´ suffisante e´tait requise. La re´gularite´ minimale conside´re´e dans
[7] pre´suppose que le domaine est C2, les fonctions g, k, f sont C(1+θ)/2,1+θ(D¯) de meˆme que les coefficients
b, σ.
Dans le cas particulier du jeu d’hypothe`ses (A), aborde´ dans [1], i.e. cas hypoelliptique tue´ sans second
membre ni potentiel, on de´duirait sans trop de difficulte´s le de´veloppement a` partir du The´ore`me 2.2.1 et de
l’e´quation (2.6), apre`s une inte´gration par parties pour faire explicitement apparaˆıtre l’overshoot F−(XhT∧τh)
et non plus ses variations.
2. On renvoie pour cela au livre de Friedman [Fri64] ou Lieberman [Lie96]
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2.2.3 Correction de domaine
Le The´ore`me 2.2.2 caracte´rise pre´cise´ment la “mauvaise” convergence de l’approximation discre`te Qh. De
nombreuses techniques avaient e´te´ utilise´es nume´riquement pour y reme´dier. Mentionnons les approches par
grandes de´viations de Baldi et al., [Bal95, BCI99], ou celles par ponts Browniens, pour affiner l’estimation du
temps de sortie entre deux instants de discre´tisation, cf. [Gob00, Gob01]. Ces dernie`res sont ne´anmoins couˆteuses
pour des ge´ome´tries complexes dans la mesure ou` il faut proce´der a` des approximations par plan tangent.
D’autres me´thodes nume´riques ont e´te´ de´veloppe´es. Indiquons celles par marches ale´atoires sur des sphe`res,
cf. Milstein [Mil98], ou sur des rectangles, cf. Milstein et Tretyakov [MT99] et Deaconu et Lejay [DL06], qui
sont d’autant plus efficaces que la ge´ome´trie du domaine est proche de leur structure naturelle. Nous pensons
ne´anmoins que notre approche reste une des plus directes.
Par ailleurs, le de´veloppement d’erreur du The´ore`me 2.2.2 ouvre de nouvelles perspectives. Il permet de´ja`
d’effectuer l’extrapolation de Romberg. Ne´anmoins, la connaissance explicite de la constante c0 ainsi que la forme
du de´veloppement, qui fait intervenir les de´rive´es normales de la solution de l’EDP (2.3) et le gradient sur la
frontie`re parabolique de la condition de bord, nous a amene´s a` proposer une technique alternative d’acce´le´ration
de convergence. Celle-ci a par ailleurs un moindre impact sur la variance que l’extrapolation de Romberg.
Il s’agit simplement de stopper a` temps discret le processus lorsque ce dernier sort d’un domaine plus petit
que celui initial que l’on de´forme suivant une amplitude et une direction qui permettent de supprimer le premier
terme du de´veloppement dans (2.8). Pre´cise´ment, introduisons Dh ⊂ D dont les sections en temps sont de´finies
par Dht = {x ∈ Dt : d(x, ∂Dt) > c0h1/2|∇Fσ(t, x)|}, voir Figure 2.3. Notons τˆh = inf{ti > 0 : Xhti ∈ Dhti} le
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Figure 2.3 – Frontie`re ∂Dt et domaine restreint D
h
t .
temps de sortie discret de Dh. Cette proce´dure de correction de frontie`re avait initialement e´te´ introduite dans
le cas mono-dimensionnel Brownien par Broadie et al. [BGK99]. Elle ame`ne a` simuler la quantite´
g(Xhτˆh)Z
h
τˆh +
∫ τˆh
0
Zhφ(s)f(X
h
φ(s))ds. (2.9)
Notons Qˆh(T, g, f, k, x) := E[g(Xhτˆh)Z
h
τˆh +
∫ τˆh
0 Z
h
φ(s)f(X
h
φ(s))ds]. Nous avons alors le re´sultat suivant :
The´ore`me 2.2.3 (Correction de frontie`re) Sous les hypothe`ses du The´ore`me 2.2.2 et si ∇F (.)|∇Fσ(.)| est
de classe C1,2, alors pour h suffisamment petit :
EˆDh := (Qˆh −Q)(T, g, f, k, x) = o(
√
h).
L’hypothe`se supple´mentaire sur ∇F (.)|∇Fσ(.)| permet d’assurer que le domaine modifie´ reste de classe C2.
L’ide´e de la preuve repose sur le de´veloppement :
EˆDh :=
(
E[g(Xhτˆh)Z
h
τˆh +
∫ τˆh
0
Zhφ(s)f(X
h
φ(s))ds]− Ex[g(τDh ∧ T,XτDh∧T )ZτDh∧T +
∫ τ
Dh
∧T
0
Zsf(s,Xs)ds]
)
+
(
Ex[g(τDh ∧ T,Xτ
Dh
∧T )Zτ
Dh
∧T +
∫ τ
Dh
∧T
0
Zsf(s,Xs)ds]− Ex[g(τ ∧ T,Xτ∧T )Zτ∧T +
∫ τ∧T
0
Zsf(s,Xs)ds]
)
:= EˆD,1h + EˆD,2h ,
ou` τDh := inf{t > 0 : Xt 6∈ Dht }. Le terme EˆD,1h est de meˆme nature que EDh . En particulier, les estime´es de
type Schauder sur l’EDP associe´e au domaine Dh sont uniformes pour h petit et la solution de l’EDP dans le
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domaine perturbe´ et son gradient vont converger respectivement vers u et ∇u. Le de´veloppement du The´ore`me
2.2.2 va donc rester valable pour EˆD,1h .
Le terme EˆD,2h peut eˆtre relie´ a` la sensibilite´ du proble`me de Dirichlet, cf. Theore`me 2.2 dans [CKG06]. Assez
intuitivement, cette sensibilite´ fait intervenir les gradients de u et g sur la frontie`re parabolique, l’intensite´ de
la pertubation, −c0h1/2|∇Fσ| dans la mesure ou` l’on re´tre´cit le domaine, et la direction normale ∇F qui fait
rentrer “le plus vite” dans le domaine. On obtient :
EˆD,2h = −c0h1/2Ex[Iτ≤TZτ (∇u −∇g)(Xτ ) · ∇F (Xτ )|∇Fσ(Xτ )|] + o(h1/2),
ce qui va exactement compenser le terme du de´veloppement du The´ore`me 2.2.2 et donner l’estime´e du The´ore`me
2.2.3.
Insistons sur le fait qu’il e´tait crucial pour pouvoir effectuer cette correction de connaˆıtre explicitement la
constante c0 dans le de´veloppement (2.8). C’est la forme de ce de´veloppement qui permet le paralle`le avec
la sensibilite´ du proble`me de Dirichlet. La connaissance pre´cise de la constante est ne´cessaire pour prendre la
bonne intensite´ de perturbation dans le sche´ma corrige´. Cette technique reste donc tre`s lie´e au type de proble`me
conside´re´.
Nous conclurons en indiquant que le de´veloppement d’erreur et la correction associe´e ont pu eˆtre de´montre´s
sous des hypothe`ses de type (B), i.e. domaine et coefficients re´guliers, uniforme ellipticite´, pour un proble`me
stationnaire, voir Section 4 de [7] et les re´sultats nume´riques ci-dessous (Section 2.3). Un autre cadre est celui du
mouvement Brownien tue´ a` la sortie d’un coˆne, cf. [3]. Ce dernier cas est important en finance ou` les domaines de
validite´ des options a` barrie`res sont souvent de´finis en terme d’espaces produits. Un the´ore`me limite similaire au
The´ore`me 2.2.1 a e´te´ obtenu pour une intersection de demi-espaces. Le de´veloppement et la correction n’ont en
revanche e´te´ e´tablis en toute ge´ne´ralite´ que pour des coˆnes bidimensionnels lorsque g est nulle sur un voisinage
de la singularite´ du coˆne. La difficulte´ est ici de controˆler le gradient de la solution de l’EDP jusqu’au bord,
y compris au voisinage de la singularite´. Pour ce dernier point, nous obtenons la re´gularite´ gaˆce a` l’hypothe`se
sur le support de g et a` partir d’un controˆle radial sur les de´rive´es de la densite´ du processus tue´. Celle-ci se
de´compose en une se´rie dont chaque terme fait intervenir une partie sphe´rique et radiale : la partie sphe´rique
provient de la de´composition spectrale du Laplacien pour le proble`me de Dirichlet associe´ a` la trace du coˆne sur
la sphe`re, la partie radiale fait intervenir des fonctions de Bessel d’indices associe´s a` la dimension et aux valeurs
propres du Laplacien. Dans le cas bidimensionnel, l’expression explicite de cette densite´ sous forme de se´rie est
bien connue et s’obtient comme extension de la me´thode des images, cf. Carslaw et Jaeger [CJ59]. Dans le cas
d ≥ 2, la formulation ge´ne´rale a e´te´ obtenue par Ban˜uelos et Smits [BS97].
2.3 Re´sultats nume´riques
Pour des exemples nume´riques dans le cas du Brownien a` la sortie d’un coˆne nous renvoyons a` la Section 3
de [3]. Nous choisissons de pre´senter ici un exemple pour un processus tridimensionnel stoppe´ a` la sortie d’une
boule, proble`me elliptique.
Soit (Xt)t≥0 de dynamique :
dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt, ∀x ∈ R3, b(x) = (x2 x3 x1)∗ ,
σ(x) =
 (1 + |x3|)
1/2 0 0
1
2 (1 + |x1|)1/2
(
3
4
)1/2
(1 + |x1|)1/2 0
0 12 (1 + |x2|)1/2
(
3
4
)1/2
(1 + |x2|)1/2
 ,
(2.10)
et X0 appartenant a` D = B(0, 2). On se donne une fonction u(x) = x1x2x3 de´finie sur D¯. On obtient l’EDP
de type (2.3), en version stationnaire, associe´e a` (2.10) satisfaite par u en prenant g = u|∂D, f = −Lu, ou` L
de´signe le ge´ne´rateur infinite´simal de X dans (2.10) et k = 0. Ce proce´de´ permet donc d’avoir une expression
explicite de la solution a` approcher.
Pour x0 tel que (x
i
0)1≤i≤3 ∈ {−.7,−.3, .3, .7}, nous avons pris NMC = 106 trajectoires pour la simulation
de Monte Carlo et et nous avons fait varier h dans {.01, .05, .1}. Pour tous les calculs effectue´s, la taille de
l’intervalle de confiance a` 95% e´tait comprise dans [1.5 × 10−3, 2 × 10−3]. Nous pre´sentons au tableau 2.1 les
re´sultats obtenus pour le supremum de la valeur absolue des erreurs absolues et relatives pour les 3× 43 = 192
points de la grille spatiale. Ces re´sultats semblent indiquer que pour la correction le terme de reste en o(h1/2)
dans le The´ore`me 2.2.3 est en fait un O(h).
Nous concluons cette section en illustrant nume´riquement le re´sultat du The´ore`me 2.2.2. Pour x0 = (−.7, .3, .7)
et les pre´ce´dentes valeurs de h, nous repre´sentons en Figure 2.4 la quantite´− log(ErrMC) en fonction de − log(h),
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h Sans correction Correction de domaine
.1 0.169 (199%) 0.0220 (24.4%)
.05 0.114 (133%) 0.0115 (13.1%)
.01 0.0471 (54.7%) 0.0026 (2.98%)
Table 2.1 – Supremum de la valeur absolue du sche´ma d’Euler (erreur relative en % entre parenthe`ses)
ou` ErrMC :=
{
1
MC
MC∑
i=1
(
g(Xh,i
τh,i
) +
∫ τh,i
0
f(Xh,iφ(s))ds
)}
−u(x0). La courbe ainsi obtenue est assez proche d’une
droite de pente 1/2 telle que l’indique le the´ore`me.
 2
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Figure 2.4 – Erreur de la me´thode de Monte Carlo (sans correction) en fonction de h (e´chelle logarithmique).
Evaluation en x0 = (−.7, .3, .7).
2.4 Echantillonage discret de processus d’Itoˆ
En ce qui concerne l’e´tude de l’erreur faible pour des processus stoppe´s/tue´s, le dernier axe aborde´ est celui
de l’observation discre`te de processus d’Itoˆ.
Le point principal dans ce cadre non Markovien est que l’on ne dispose plus d’une EDP de re´fe´rence (2.3)
pour analyser l’erreur. L’ide´e de´veloppe´e dans [4] pour un domaine cylindrique re´gulier,D :=]0, T [×D, consiste a`
exploiter que le processus Ut := E[g(T∧τt,ΠD¯(XT∧τt))|Ft], τt := inf{s ≥ t : Xs 6∈ D}, t ≥ 0 est une martingale.
Ce processus est un objet naturel, en effet dans le cas Markovien, pour f = k = 0, on a bien Ut := u(t,Xt) ou`
u est solution de (2.3). La projection sur D¯ est introduite pour la cohe´rence avec les observations discre`tes. En
e´crivant les accroissements de cette martingale entre les instants de discre´tisation, on arrive a` se ramener a` une
discussion sur les temps de sortie proche de celles de [1],[7].
Sous des hypothe`ses de type (A), de frontie`re non caracte´ristique, bornitude des coefficients b, σ, de continuite´
en probabilite´ de l’inte´grale stochastique a` l’ordre usuel 1/2 en temps, pour un domaine D de classe C2 est une
fonction g ∈ C1,2([0, T ]× Rd), nous retrouvons le controˆle
|Ex[g(T ∧ τh,ΠD¯(XT∧τh))] − Ex[g(T ∧ τ,ΠD¯(XT∧τ ))]| ≤ C
√
h,
ou` τh := inf{ti := ih : Xti 6∈ D}. Dans le cas tue´, i.e. lorsque g(s, x) = Is=T g0(x), (s, x) ∈ [0, T ] × D¯, et
que g0 borne´e ve´rifie une condition de support, d(supp(g0), ∂D) ≥ ε > 0, le re´sultat pre´ce´dent s’e´tend a` une
intersection de domaines re´guliers.
Extensions et perspectives
Le bilan des travaux [1],[3],[4],[7] est que nous avons pu obtenir dans le cas des processus de diffusion un
de´veloppement de l’erreur et une proce´dure d’acce´le´ration de convergence associe´e en controˆlant pre´cise´ment
l’overshoot du sche´ma d’Euler.
Une question naturelle, tant pour la mode´lisation financie`re que pour l’approximation nume´rique d’e´quations
inte´gro-diffe´rentielles, est celle du comportement de l’erreur faible lorsque le processus dirigeant l’EDS (2.1)
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comporte une partie de saut. Intuitivement il semble naturel de penser que dans le cas ou` l’on ajoute dans la
dynamique diffe´rentielle les variations d’un processus de Le´vy d’intensite´ finie, il sera possible de distinguer dans
l’analyse de l’erreur les sorties dues aux grands sauts de celles dues a` l ’observation discre`te du sche´ma. Par
ailleurs, les proprie´te´s de la solution de l’EDP associe´e ont e´te´ e´tudie´es par Garroni et Menaldi [GM02] dans le
cas elliptique ou Bensoussan et Lions dans le cas parabolique [BL82], cf. Chapitre 3 Section 3. La difficulte´ reste
de bien controˆler le gradient ponctuellement jusqu’au bord du domaine. Dans ce cadre, l’erreur faible devrait
ne´anmoins rester du meˆme ordre.
Les re´sultats nume´riques de la Section 2.3 sugge`rent que sous de bonnes hypothe`ses de re´gularite´ le terme
de reste du The´ore`me 2.2.3 est un O(h). La question de la poursuite du de´veloppement de l’erreur et de la
correction associe´e aux ordres supe´rieurs reste ouverte.
Un dernier de´veloppement possible de cette the´matique est associe´ a` la caracte´risation de la re´gularite´ des
noyaux de la chaleur dans des domaines non-re´guliers. Des techniques variationnelles ont e´te´ de´veloppe´es, voir
par exemple Grisvard [Gri92] ou Kozlov et al. [KMR97]. L’approche par de´composition spectrale propose´e dans
[BS97] et les controˆles sur le proble`me elliptique en dimension 2, que l’on peut penser eˆtre de meˆme nature que
ceux associe´s a` la trace d’un coˆne tridimensionnel sur la sphe`re, devraient permettre de passer a` la dimension
3 et de proce´der par suite a` une sorte de re´currence sur la dimension. Indiquons e´galement que pour des coˆnes
convexes des techniques de fonctions barrie`res permettent d’obtenir assez directement la Lipschitz continuite´
jusqu’au bord, cf. Chapitre 4, Section 4.4.
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Chapitre 3
La me´thode parametrix : the´ore`mes
limites et de´veloppement d’erreur
Nous pre´sentons dans ce chapitre les re´sultats des articles [8] (en collaboration avec V. Konakov de l’Univer-
site´ de Moscou et S. Molchanov de l’Universite´ de Charlotte) et [9] (en collaboration avec V. Konakov). Le point
commun a` ces deux travaux est l’utilisation de la repre´sentation de la densite´ de certains processus en terme
de se´rie parametrix. L’ide´e de cette repre´sentation est ancienne et remonte pour les ope´rateurs paraboliques
d’ordre deux non de´ge´ne´re´s sous forme non divergence a` E. Levi, cf. Friedman [Fri64] pour une pre´sentation.
Elle se base sur une ide´e de continuite´ ou de me´thode perturbative. En temps petit, la densite´ d’une EDS a`
coefficients variables est a priori proche de la densite´ d’une EDS a` coefficients constants, pour laquelle on a de
bons controˆles de densite´. L’ide´e de la me´thode est ensuite d’utiliser les e´quations de Kolmogorov satisfaites par
ces deux densite´s pour pre´cise´ment estimer la diffe´rence.
Outre l’approche de Levi, d’autres versions de la me´thode parametrix ont e´te´ de´veloppe´es. En particulier,
c’est l’approche propose´e par McKean et Singer [MS67] pour obtenir des de´veloppements asymptotiques du
spectre du Laplacien sur une varie´te´ en fonction de sa courbure, qui dans la mesure ou` elle admet un pendant
discre´tise´ direct, est la plus propice pour analyser les erreurs associe´es aux sche´mas d’approximation. C’est cette
approche qui a permis a` Konakov et Mammen d’obtenir dans le cadre des processus de diffusion non de´ge´ne´re´s
inhomoge`nes un the´ore`me limite local sur les densite´s pour l’approximation par chaˆıne de Markov [KM00] ainsi
qu’un de´veloppement d’erreur pour le sche´ma d’Euler [KM02].
Nous pre´senterons d’abord dans le cadre abstrait des processus de “diffusion-saut” la me´thode parametrix de
Mc Kean et Singer, cf. Section 3.1. Nous illustrerons ensuite la robustesse de cette approche pour les proble`mes
de discre´tisation a` travers deux exemples :
- l’approximation par chaˆıne de Markov de processus de´ge´ne´re´s, qui interviennent entre autres dans des mode`les
cine´tiques et en finance (options asiatiques), cf. Section 3.2 et article [8].
- le de´veloppement d’erreur pour des EDS dirige´es par des processus stables. cf. Section 3.3 et article [9].
3.1 Parametrix a` la Mc Kean et Singer pour les processus de “diffu-
sion-saut”
3.1.1 Pre´sentation de la me´thode
Soit (Xt)t≥0 un processus de Markov a` valeurs dans Rd de ge´ne´rateur de la forme :
Ltϕ(x) = 〈b(t, x),∇ϕ(x)〉 + 1
2
tr
(
a(t, x)D2xϕ(x)
)
+
∫
Rd
(
ϕ(x + y)− ϕ(x) − 〈y,∇ϕ(x)〉
1 + |y|2
)
ν(t, x, dy),(3.1)
pour t ≥ 0, a(t, .) matrice de diffusion semi-de´finie positive, b(t, .) coefficient de de´rive borne´, ν mesure de Le´vy
et ϕ ∈ C∞0 (Rd) fonction test. Les ope´rateurs de la forme 3.1 ve´rifient le principe du maximum faible et sont
quasi locaux, i.e. si supp(ϕ) ∈ B(x, ε), |Ltϕ(x)| ≤ Cε|ϕ|∞, cf. Hille and Philips [HP57].
Intuitivement, pour h > 0 petit, l’incre´ment Xt+h −Xt est “proche” de l’incre´ment du processus a` accrois-
sements inde´pendants et stationnaires (PAIS) de caracte´ristiques gele´es en b(t,Xt), a(t,Xt), ν(t,Xt, .). C’est la`
l’ide´e qui est a` la base de l’approche de Levi. Supposons de´sormais que le processus X admet pour tout t > 0
21
une densite´ p par rapport a` la mesure de Lebesgue et que l’on s’inte´resse a` l’estimation de p(t, t + h,Xt, x
′),
i.e. densite´ en t + h au point x′. Il est alors e´galement naturel de dire que l’accroissement Xt+h − Xt est
proche de celui du PAIS de caracte´ristiques gele´es en espace au point final ou` l’on conside`re la densite´, i.e.
b(t, x′), a(t, x′), ν(t, x′, .). Cette autre approximation est a` la base du travail de Mc Kean et Singer.
Pour obtenir une repre´sentation de la densite´ p a` partir de ces approximations heuristiques, il faut ensuite
quantifier pre´cise´ment l’erreur d’approximation. Comme l’on a suppose´ que X admettait une densite´ pour tout
t > 0 il en est de meˆme pour le processus a` caracte´ristiques gele´es. Notons p˜x
′
cette densite´, ou` l’indice x′
indique explicitement le point de conge´lation, et L˜x
′
son ge´ne´rateur :
L˜x
′
t ϕ(x) = 〈b(t, x′),∇ϕ(x)〉 +
1
2
tr
(
a(t, x′)D2xϕ(x)
)
+
∫
Rd
(
ϕ(x + y)− ϕ(x) − 〈y,∇ϕ(x)〉
1 + |y|2
)
ν(t, x′, dy).
(3.2)
Sous de bonnes hypothe`ses, la densite´ p ve´rifie les e´quations de Kolmogorov progressives et re´trogrades, i.e
∂tp(s, t, x, y) = L
∗
tp(s, t, x, y), t > s, (x, y) ∈ (Rd)2, p(s, t, x, .) →
t↓s
δx(.),
∂sp(s, t, x, y) = −Lsp(s, t, x, y), t > s, (x, y) ∈ (Rd)2, p(s, t, ., y) →
s↑t
δy(.), (3.3)
ou` L∗t de´signe l’adjoint formel de Lt (nous n’avons en effet pas pre´cise´ d’hypothe`ses de re´gularite´ sur les
coefficients dans (3.1)). La densite´ p˜x
′
ve´rifie e´galement l’e´quation re´trograde :
∂sp˜
x′(s, t, x, y) = −L˜x′s p˜x
′
(s, t, x, y), t > s, (x, y) ∈ (Rd)2, p˜x′(s, t, ., y) →
s↑t
δy(.). (3.4)
Ainsi,
(p− p˜x′)(s, t, x, x′) =
∫ t
s
du∂u
∫
Rd
dzp(s, u, x, z)p˜x
′
(u, t, z, x′)
=
∫ t
s
du
∫
Rd
dz
(
∂up(s, u, x, z)p˜
x′(u, t, z, x′) + p(s, u, x, z)∂up˜x
′
(u, t, z, x′)
)
=
∫ t
s
du
∫
Rd
dz
(
L∗up(s, u, x, z)p˜
x′(u, t, z, x′)− p(s, u, x, z)L˜x′u p˜x
′
(u, t, z, x′)
)
=
∫ t
s
du
∫
Rd
dzp(s, u, x, z)(Lu − L˜x′u )p˜x
′
(u, t, z, x′), (3.5)
ou` l’on utilise la convergence vers la masse de Dirac pour la premie`re e´galite´, les e´quations de Kolmogorov (3.3)
et (3.4) pour la troisie`me et le passage a` l’adjoint pour la dernie`re. Nous avons aussi formellement de´rive´ sous
l’inte´grale en espace pour la deuxie`me e´galite´.
Introduisons la notation f ⊗ g(s, t, x, x′) =
∫ t
s
du
∫
Rd
dzf(s, u, x, z)g(u, t, z, x′) pour la convolution temps-
espace et posons p˜(s, t, x, x′) := p˜x
′
(s, t, x, x′), H(s, t, x, x′) := (Ls− L˜x′s )p˜(s, t, x, x′). L’e´quation (3.5) se re´e´crit
alors :
(p− p˜)(s, t, x, x′) = p⊗H(s, t, x, x′).
A partir de cette expression, l’ide´e est ensuite d’ite´rer cette proce´dure pour p(s, u, x, z) dans (3.5) en utilisant
cette fois ci la densite´ de transition d’un processus de caracte´ristiques gele´es en z variable d’inte´gration. On fait
de la sorte apparaˆıtre les convolutions ite´re´es du noyau H pour obtenir le de´veloppement formel :
p(s, t, x, x′) =
∞∑
r=0
p˜⊗H(r)(s, t, x, x′), (3.6)
ou` H(0) = I,H(r) = H ⊗ H(r−1), r ≥ 1. De´duire des estime´es sur p a` partir de l’expression formelle (3.6)
suppose d’avoir de bons controˆles sur le membre de droite. De fac¸on ge´ne´rale, on utilisera les controˆles a priori
connus sur la densite´ gele´e et des proprie´te´s de re´gularisation du noyau de convolution H . Nous renvoyons a` la
Section 3.1.2 pour une illustration dans le cas des diffusions.
Nous avons jusqu’a` pre´sent suppose´ l’existence de la densite´ p. Lorsque les coefficients dans (3.1) sont re´guliers
(en particulier Lipschitz continus en espace), il est facile de voir Xt comme la solution forte d’une EDS. Sous
des hypothe`ses de non de´ge´ne´rescence des coefficients, le calcul de Malliavin permet d’obtenir l’existence et la
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re´gularite´ de la densite´, voir Norris [Nor86] pour le cadre de diffusions hypoelliptiques homoge`nes, Cattiaux et
Mesnager [CM02] pour le cas inhomoge`ne, et Bichteller et al. [BGJ87] pour le cas avec sauts.
Re´ciproquement, il est toujours possible de partir du terme de droite de l’e´quation (3.6) re´sultant du
pre´ce´dent de´veloppement formel. Si la se´rie ainsi que ses de´rive´es par rapport aux variables de temps et d’espace
sont bien de´finies, il vient bien par construction que p est une solution des e´quations de Kolmogorov. Le principe
du maximum donne l’unicite´. Si cette proce´dure aboutit, on construit bien ainsi l’unique solution fondamentale
de l’EDP parabolique inte´gro-diffe´rentielle associe´e a` (3.1). L’identification a` la densite´ du processus de Markov
de ge´ne´rateur (3.1) se fait ensuite par un argument a` la Dynkin, cf. The´ore`me 2.3 de [Dyn63] .
C’est ce que nous allons faire dans la section suivante dans le cadre de processus de diffusion inhomoge`nes
a` coefficient de diffusion uniforme´ment Ho¨lder continu en espace, mesurable en temps et de´rive borne´e.
3.1.2 L’exemple des processus de diffusion non de´ge´ne´re´s
Conside´rons le cas ν = 0 dans (3.1) et supposons e´galement que la matrice de diffusion est uniforme´ment
elliptique borne´e de constante Λ ≥ 1 (i.e. Λ−1Id ≤ a(t, x) ≤ ΛId, ∀(t, x) ∈ R+ ×Rd) et uniforme´ment η-Ho¨lder
continue en espace, η ∈ (0, 1]. Le coefficient b est suppose´ mesurable borne´.
Le proble`me de martingale est alors bien pose´, cf. The´ore`me 7.2.1 de Stroock et Varadhan [SV79]. On
peut de´finir p comme en (3.6). La densite´ gele´e p˜(s, t, x, x′) n’est autre que celle du processus Gaussien X˜x
′
t =
x+
∫ t
s b(u, x
′)du+
∫ t
s σ(u, x
′)dWu, ou` σσ∗(u, x′) = a(u, x′), au point de conge´lation x′. Les hypothe`ses pre´ce´dentes
sur les coefficients a, b donnent en particulier que pour T > 0 fixe´, il existe C := C(T,Λ, |b|∞), c := c(Λ) telles
que pour tout multi-indice de de´rivation α, |α| ≤ 4, et pour tout 0 < s < t < T , (x, x′) ∈ (Rd)2,
|∂αx p˜(s, t, x, x′)| ≤
C
(t− s)|α|/2 pc(t− s, x, x
′), pc(t− s, x, x′) :=
(
c
2pi(t− s)
)d/2
exp
(
−c |x− x
′|2
t− s
)
. (3.7)
Le noyau de convolution s’e´crit :
H(s, t, x, x′) = (Ls − L˜x′s )p˜(s, t, x, x′)
= 〈b(s, x)− b(s, x′),∇xp˜(s, t, x, x′)〉+ 1
2
tr
(
(a(s, x)− a(s, x′))D2xp˜(s, t, x, x′)
)
. (3.8)
En particulier, le controˆle (3.7) donne :
|H(s, t, x, x′)| ≤ C
(
2|b|∞
(t− s)1/2 +
|a(s, x)− a(s, x′)|
(t− s)
)
pc(t− s, x, x′)
≤ C((t−1/2 + (t− s)−1+ η2 )pc(t− s, x, x′),
ou` l’on utilise la η-Ho¨lder continuite´ de a pour compenser la singularite´ en temps non inte´grable des termes
d’ordre 2 en modifiant le c pour la dernie`re ine´galite´. Le noyau H est donc re´gularisant, au sens ou` lorsqu’on le
convole on obtient :
∃C := C(T,Λ, |b|∞, η), c := c(Λ, η), ∀r ≥ 1,
|p˜⊗H(r)(s, t, x, x′)| ≤ Cr+1(t− s)rη/2
r+1∏
i=1
B
(
1 +
(i− 1)η
2
,
η
2
)
pc(t− s, x, x′), (3.9)
ou` B(m,n) :=
∫ 1
0 s
m−1(1 − s)n−1ds de´signe la fonction β. Pour t − s petit, ce terme est donc de plus en plus
ne´gligeable lorsque r croˆıt.
De (3.9) et (3.6) on de´duit directement des asymptotiques de la fonction β une borne supe´rieure de type Aron-
son pour p ainsi de´finie, i.e. ∃C := C(T,Λ, |b|∞, η), c := c(Λ, η), ∀0 ≤ s < t ≤ T, (x, x′) ∈ (Rd)2, p(s, t, x, x′) ≤
Cpc(t− s, x, x′).
Par ailleurs, l’e´quation (3.6) permet de justifier que p ve´rifie l’e´quation de Kolmogorov re´trograde (∂s +
Ls)p(s, t, x, x
′) = 0, 0 ≤ s < t ≤ T . La proprie´te´ re´gularisante en temps de H , cf. (3.9), permet ensuite
de de´duire p(s, t, ., x′) →
s↑t
δx′(.). On a donc bien construit une solution fondamentale de l’EDP parabolique.
L’identification avec la densite´ de transition du processus X solution du proble`me de martingale se fait de fac¸on
standard, cf. Chapitre 3 de [SV79] ou Dynkin [Dyn63].
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3.1.3 Repre´sentation parametrix pour un sche´ma de discre´tisation
Conside´rons un processus de diffusion-saut (Xt)t≥0 a` valeurs dans Rd de dynamique :
Xt = x+
∫ t
0
b(s,Xs−)ds+
∫ t
0
σ(s,Xs−)dZs, (3.10)
pour (Zt)t≥0 processus de Le´vy dont le ge´ne´rateur peut se mettre sous la forme (3.1) et admet une densite´.
Supposons e´galement que Xt posse`de pour tout t ∈ (0, T ], T > 0 fixe´, une densite´ que l’on peut exprimer sous
la forme (3.6).
Soit h > 0 un pas de discre´tisation tel que T/h = N ∈ N∗ et {(ti = ih)i∈[[0,N ]]} la grille temporelle associe´e.
Une approximation naturelle de (3.10) par chaˆıne de Markov est donne´e par le sche´ma
Xhti+1 = X
h
ti + b(ti, X
h
ti)h+ σ(ti, X
h
ti)ξ
h
i+1, i ∈ [[0, N − 1]], Xh0 = x, (3.11)
ou` les (ξhi )i∈N∗ sont des variables a` densite´ i.i.d. qui approchent l’incre´ment Zti+1 − Zti
(loi)
= Zh (i.e. Z0 = 0). Si
le coefficient σ ve´rifie une hypothe`se de non-de´ge´ne´rescence, alors pour tout i ∈ [[1, N ]], Xhti admet une densite´.
Notons ph cette densite´.
La me´thode parametrix de Mc Kean et Singer pre´sente´e en Section 3.1 pre´sente le grand avantage de
pouvoir assez directement se transposer au cas discret et d’e´tablir une repre´sentation de ph similaire a` (3.6). Si
l’on s’inte´resse a` la repre´sentation de la densite´ ph(tj , tj′ , x, x
′), 0 ≤ j < j′ ≤ N , l’ide´e analogue au cas continu
est d’introduire une chaˆıne de Markov X˜h,x
′
a` coefficients gele´s au point d’arrive´e x′ ou` l’on conside`re la densite´.
Sa dynamique s’e´crit,
X˜h,x
′
ti+1 = X˜
h,x′
ti + b(ti, x
′)h+ σ(ti, x′)ξhi+1, i ∈ [[j, j′ − 1]], X˜h,x
′
tj = x. (3.12)
On notera p˜h,x
′
sa densite´. Introduisons de´sormais les analogues discrets des ge´ne´rateurs de´finis en (3.1) et (3.2).
Soit pour ϕ ∈ C∞0 (Rd) et j ∈ [[0, j′),
Lhtjϕ(x) =
E[ϕ(Xhtj+h)|Xhtj = x]− ϕ(x)
h
, et L˜h,x
′
tj ϕ(x) =
E[ϕ(X˜h,x
′
tj+h
)|X˜h,x′tj = x]− ϕ(x)
h
.
En utilisant la notation p˜h(tj , tj′ , x, x
′) = p˜h,x
′
(tj , tj′ , x, x
′), on de´finit de fac¸on similaire a` (3.8) le noyau discret
Hh par
Hh(tj , tj′ , x, x
′) =
(
Lhtj − L˜h,x
′
tj
)
p˜h(tj + h, tj′ , x, x
′)
= h−1
∫
Rd
[
ph − p˜h,x′
]
(tj , tj+1, x, z)p˜
h,x′(tj+1, tj′ , z, x
′)dz, 0 ≤ j < j′ ≤ N.
Une simple manipulation alge´brique, cf. Lemme 3.6 de [KM00], permet ensuite d’e´tablir que pour 0 ≤ tj <
tj′ ≤ T ,
ph(tj , tj′ , x, x
′) =
j′−j∑
r=0
(
p˜h ⊗h Hh,(r)
)
(tj , tj′ , x, x
′), (3.13)
ou` f ⊗h g(tj , tj′ , x, x′) =
∑j′−j−1
k=0 h
∫
Rd
g(tj , tj+k, x, z)f(tj+k, tj′ , z, x
′)dz est l’ope´rateur de convolution discret
et Hh,(0) = I et Hh,(r) = Hh ⊗h Hh,(r−1), r ≥ 1.
D’apre`s (3.6) et (3.13), les densite´s respectives du processus X et de son sche´ma d’Euler Xh peuvent se
repre´senter sous des formes similaires. Les e´tapes pour controˆler l’e´cart (p− ph)(0, T, x, x′) sont les suivantes :
1. Controˆler les queues de la se´rie dans (3.6), i.e. les termes r ≥ N .
2. Quantifier l’impact de la discre´tisation de l’ope´rateur de convolution dans (3.6), i.e. lorsque l’on remplace ⊗
par ⊗h dans le de´veloppement tronque´ en r = N .
3. Controˆler la convergence de p˜h vers p˜.
4. Appliquer des arguments fins de stabilite´ pour quantifier les diffe´rences entre les noyaux de convolution continus
H et discrets Hh.
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Dans [KM00], Konakov et Mammen ont pu appliquer ce programme pour des processus de diffusion inhomoge`nes
a` coefficients borne´s Lipschitziens et non de´ge´ne´re´s, i.e. la matrice de diffusion a est uniforme´ment elliptique.
Dans ce cadre, c’est l’e´tape 3. qui donne la vitesse de l’erreur d’approximation qui est de h1/2 et qui est celle
du the´ore`me limite local sur les densite´s en re´gime Gaussien, cf. Bhattacharya et Rao [BR76]. Les auteurs
e´tablissent que |(p− ph)(0, T, x, x′)| ≤ h1/2pi(T, x, x′), pi(T, x, x′) ≤ CT−d/2(1 + |x′−x
T 1/2
|S)−1 ou` l’exposant S est
fonction des proprie´te´s d’inte´grabilite´ des variables (ξhi )i≥1 et C est une constante de´pendant des coefficients,
uniforme sur les compacts en temps. Ces meˆmes techniques leur ont permis d’e´tablir des asymptotiques pre´cises
de l’erreur en temps T petit [KM09].
Lorsque les ξhi+1 ont meˆme loi que l’accroissement Zti+1 − Zti , i.e. Xh est le sche´ma d’Euler, l’e´tape 3.
ci-dessus n’est pas ne´cessaire. On retrouve alors que l’erreur dominante est celle associe´e a` la discre´tisation de
l’ope´rateur de convolution qui est intuitivement de l’ordre de h. C’est ce qu’ont montre´ Konakov et Mammen
[KM02] pour des processus de diffusion homoge`nes non de´ge´ne´re´s a` coefficients borne´s et Lipschitziens, i.e.
pour T = 1, (p − ph)(1, x, x′) = hpi(1, x, x′) + h2r(1, x, x′), (|pi| + |r|)(1, x, x′) ≤ C exp(−c|x − x′|2), C :=
C(1,Λ, |b|∞), c := c(Λ). L’extension au cas inhomoge`ne ne pre´sente pas de difficulte´s et se ferait suivant la
meˆme proce´dure.
Un de´veloppement au meˆme ordre a e´te´ obtenu dans le cadre hypoelliptique par Bally et Talay [BT96b] pour
un sche´ma d’Euler perturbe´. L’une des difficulte´s dans ce cadre est en effet de prouver l’existence d’une densite´
pour le sche´ma d’approximation ce que permet la perturbation. Nous avons retrouve´ cette difficulte´ dans [8]
que nous pre´sentons dans la section suivante.
3.2 The´ore`me limite local en re´gime Gaussien dans un cas de´ge´ne´re´
Nous pre´sentons dans cette section les re´sultats de [8]. Nous avons pu e´tablir un the´ore`me limite local pour
l’approximation par chaˆıne de Markov d’un processus de diffusion de´ge´ne´re´ (X1t , X
2
t )t≥0 a` valeurs dans R
d×Rd
de dynamique :
X1t = x1 +
∫ t
0
b(X1s , X
2
s )ds+
∫ t
0
σ(X1s , X
2
s )dWs,
X2t = x2 +
∫ t
0
X1sds, (3.14)
ou` W est un mouvement Brownien de Rd et ou` l’on suppose
(S) b, σ sont borne´s, Lipschitz continus et de classe C1.
(UE) La matrice de diffusion a : R2d → Rd ⊗ Rd est uniforme´mement elliptique, ce qui associe´ a` l’hypothe`se
(S) donne : ∃Λ ≥ 1, ∀x = (x1, x2) ∈ R2d, ∀ξ ∈ Rd, Λ−1|ξ|2 ≤ 〈a(x)ξ, ξ〉 ≤ Λ|ξ|2.
Comme nous l’avons mentionne´ au Chapitre 1, ce type d’e´quations intervient dans de nombreuses applications,
en finance pour les proble`mes de valorisation/couverture d’options Asiatiques, en physique pour les mode`les
cine´tiques ou les syste`mes Hamiltoniens.
3.2.1 Controˆles sur l’objet continu
Sous (S), (UE), le the´ore`me de Ho¨rmander donne directement l’existence de la densite´ pour Xt, t > 0.
Pour comprendre plus pre´cise´ment la structure de cette densite´, conside´rons d’abord le cas de coefficients b, σ
constants pour lequel Xt est un processus Gaussien. Il suffit alors pour exprimer sa densite´ de calculer sa
moyenne et sa matrice de covariance. L’expression de cette densite´ remonte au travail de Kolmogorov [Kol34].
Dans ce cas de´ge´ne´re´ tre`s simple on remarque de´ja` l’e´chelle intrinse`que non diffusive due a` la de´ge´ne´rescence, i.e.
la premie`re composante vit a` l’e´chelle de temps caracte´ristique du Brownien en t1/2, la deuxie`me composante
qui est l’inte´grale de la premie`re vit elle a` l’e´chelle t3/2. Un autre aspect remarquable est duˆ a` la non bornitude
du coefficient de la deuxie`me composante, qui induit un transport de la condition initiale x1 dans X
2
t , i.e.
E[X2t ] = x2 + tx1 +
∫ t
0
E[
∫ s
0
b(X1u, X
2
u)du]ds.
La solution fondamentale de l’EDP parabolique associe´e au ge´ne´rateur de (3.14) a, sous des hypothe`ses
supple´mentaires de re´gularite´ des coefficients, e´te´ e´tudie´e par Weber [Web51]. L’approche est celle du parametrix
a` la Levi. L’auteur obtient une borne supe´rieure sur la densite´ p de (3.14) similaire a` celle de l’exemple de
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Kolmogorov, soit pour T > 0 fixe´,
∃C := C(T,Λ, |b|∞), c := c(Λ), ∀(t, x, x′) ∈ (0, T ]× Rd × Rd, p(t, x, x′) ≤ Cpc(t, x, x′),
pc(t, x, x
′) :=
( √
3c
2pi(t− s)2
)d/2
exp
(
−c
{ |x′1 − x1|2
4t
+ 3
|x′2 − x2 − x1+x
′
1
2 t|2
t3
})
. (3.15)
A la Section 3.1.2 nous avons gele´ les coefficients au point d’arrive´e ou` l’on souhaitait estimer la den-
site´. Au vu des controˆles (3.7) et de la de´finition de l’ope´rateur de convolution (3.8), cela permettait en
effet bien d’e´quilibrer la singularite´ associe´e au termes d’ordre deux. Le point cle´ est qu’il y avait dans ce
cas “compatibilite´” entre le terme apparaissant dans l’exponentielle exp(−c|x′ − x|2/t) et celui re´sultant de
|a(t, x) − a(t, x′)|t−1 ≤ C |x′−x|η
tη/2
t−1+η/2, i.e. cette singularite´ e´tait compense´e par l’exponentielle. Dans le cas
pre´sent ce choix de processus gele´ n’est pas satisfaisant dans la mesure ou` il ne permet pas de prendre en compte
le transport de la condition initiale pour la deuxie`me composante qui apparaˆıt dans l’expression explicite (3.15).
Pour adapter la me´thode de Mc Kean et Singer au cas de processus a` coefficient de de´rive non borne´, l’ide´e est
de construire un processus Gaussien a` coefficients gele´s qui permette d’avoir lors de la diffe´rence des ge´ne´rateurs
un terme homoge`ne a` la composante dans l’exponentielle. Le candidat naturel est :
X˜1,t,x
′
s = x1 +
∫ s
0
σ(x′1, x
′
2 − x′1(t− u))dWu + b(x′1, x′2)s,
X˜2,t,x
′
s = x2 +
∫ s
0
X˜t,x
′
u du, s ∈ [0, t]. (3.16)
En effet, les parties de´ge´ne´re´es des deux ge´ne´rateurs sont les meˆmes et se simplifient. Par ailleurs, la diffe´rence
entre les termes d’ordre 2 des ge´ne´rateurs de (3.14) et (3.16) est domine´e par |a(x′1, x′2−x′1t)−a(x)|t−1pˆc(t, x, x′) ≤
C(|x′1−x1|(1+ t2 )+ |x′2−x2− x
′
1+x1
2 t|)t−1pˆc(t, x, x′) ≤ Ct−1/2pc(t, x, x′) graˆce a` l’hypothe`se de Lipschitz conti-
nuite´ de a et avec une modification de c pour la dernie`re ine´galite´. Ce qui permet bien de rattrapper la singularite´.
Nous pouvons ainsi retrouver sous nos hypothe`ses courantes, plus faibles, le controˆle de type Aronson obtenu
dans [Web51].
Proposition 3.2.1 Soit T > 0 fixe´. Sous (UE), (S), il existe des constantes C := C(T,Λ, |b|∞), c := c(Λ)
telles que pour tout (t, x, x′) ∈ (0, T ]× (Rd)2,
p(t, x, x′) ≤ Cpc(t, x, x′),
ou` pc est de´fini en (3.15).
En fait, de fac¸on similaire a` la Section 3.1.2, il suffit pour obtenir cette borne de conside´rer le coefficient a,
η-Ho¨lder continu en espace et b borne´. De meˆme une de´pendance en temps des coefficients n’induirait aucune
difficulte´ additionnelle.
Pour conclure cette partie, mentionnons que le choix des parame`tres de conge´lation qui permet de controˆler
le de´veloppement (3.6) est fortement lie´ a` la me´trique de´rivant du proble`me de controˆllabilite´ de´terministe
associe´ a` l’EDS de de´part. Le terme dans l’exponentielle apparaˆıt alors comme l’e´nergie du controˆle optimal qui
permet de joindre x a` x′ en un temps t. Nous reviendrons en de´tails sur ce point au Chapitre 5.2.
3.2.2 Approximation par chaˆıne de Markov
On introduit tout d’abord un sche´ma de discre´tisation du processus gele´ (3.16). Soit h0 > 0 un pas de temps
“microscopique”, on de´finit pour (x, x′) ∈ R2d×R2d, t > 0 fixe´s, Xh0,t,x′0 =
(
X˜h0,1,t,x
′
0 , X
h0,2,t,x
′
0
)
= x = (x1, x2)
et pour i ≥ 0,
X˜h0,1,t,x
′
ti+1 = X˜
h0,1,t,x
′
ti + b(x
′)h0 + σ(x′1, x
′
2 − tx′1)
√
h0ξ˜i+1,
X˜h0,2,t,x
′
ti+1 = X˜
h0,2,t,x
′
ti + X˜
h0,1,t,x
′
ti+1 h0
= X˜h0,2,t,x
′
ti + h0X˜
h0,1,t,x
′
ti + h
2
0b(x
′) + h3/20 σ(x
′
1, x
′
2 − tx′1)ξ˜i+1, (3.17)
ou` les (ξ˜i)i∈N∗ sont des variables centre´es i.i.d. de densite´ q, de covariance l’identite´. Si l’on ite`re n fois le sche´ma
il vient
X˜h0,1,t,x
′
tn = x1 + (nh0)b(x
′) + σ(x′1, x
′
2 − x′1t)
√
nh0ξ˜
(1)
n ,
X˜h0,2,t,x
′
tn = x2 + (nh0)x1 +
γn
2
(nh0)
2b(x′) + (nh0)3/2σ(x′1, x
′
2 − x′1t)ξ˜(2)n , (3.18)
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ou` γn = (1 +
1
n ) et ξ˜
(1)
n =
1√
n
∑n
i=1 ξ˜i, ξ˜
(2)
n =
1√
n
∑n
i=1(
n−(i−1)
n )ξ˜i.
Sous des hypothe`ses d’inte´grabilite´ et re´gularite´ de la densite´ q des (ξ˜i)i∈N∗ , on peut montrer en calcu-
lant explicitement la fonction caracte´ristique que pour n suffisamment grand (ξ˜
(1)
n , ξ˜
(2)
n ) admet une densite´ qn
posse´dant des proprie´te´s de re´gularite´ et inte´grabilite´ similaires a` celles de q, cf. Proposition 4.2 de [8]. Par
ailleurs Cov(ξ˜
(1)
n , ξ˜
(2)
n ) =
(
1 γn/2
γn/2 1/3γn(1 + 1/(2n))
)
qui est “proche” pour n grand de
(
1 1/2
1/2 1/3
)
=
Cov(W1,
∫ 1
0 Wsds).
Si l’on pose maintenant h := nh0, pas de temps “macroscopique”, et que l’on s’inte´resse a` l’approximation
de la densite´ en tj := jh, j ∈ (0, N ]], Nh = T , on introduit le sche´ma gele´ agre´ge´, de´rivant de (3.18) et re´sultant
du regroupement de n ite´rations de (3.17) ou` l’on prend t = tj − ti au ie`me instant de discre´tisation de l’e´chelle
macroscopique. Pre´cise´ment, pour (x, x′) ∈ R2d × R2d, j ∈ (0, N ]] on de´finit X˜h,tj,x′0 = x et pour i ∈ [[0, j − 1]],
X˜
h,1,tj,x
′
ti+1 = X˜
h,1,tj,x
′
ti + b(x
′)h+ σ(x′1, x
′
2 − x′1(tj − ti))
√
hη˜1i+1,
X˜
h,2,tj,x
′
ti+1 = X˜
h,2,tj,x
′
ti +
{
X˜
h,1,tj,x
′
ti +
γn
2
b(x′)h+ σ(x′1, x
′
2 − x′1(tj − ti))
√
hη˜2i+1
}
h, (3.19)
ou` les variables i.i.d. (η˜1i , η˜
2
i )i∈(0,j]] ont pour densite´ qn(.).
Le sche´ma pre´ce´dent guide le choix de la dynamique de la chaˆıne de Markov qui va approcher X solution
de (3.14). Soit pour (x, x′) ∈ R2d × R2d, Xh0 = x et pour i ∈ [[0, N − 1]],
Xh,1ti+1 = X
h,1
ti + b(X
h
ti)h+ σ(X
h
ti)
√
hη1i+1,
Xh,2ti+1 = X
h,2
ti + (X
h,1
ti +
γn
2
b(Xhti)h+ σ(X
h
ti)
√
hη2i+1)h, (3.20)
ou` les (η1i , η
2
i )i∈(0,N ]] ont e´galement pour densite´ qn.
En re´sume´, l’ite´ration du sche´ma “naturel” gele´ (3.17) permet d’obtenir une densite´ apre`s suffisamment de
pas de temps “microscopiques”. Ceci donne la forme du sche´ma gele´ a` l’e´chelle “macroscopique”, cf. (3.19).
La structure de ce sche´ma donne ensuite celle de la chaˆıne de Markov associe´e a` l’approximation du processus
initial. A partir des e´quations (3.20), (3.19), on peut obtenir pour la densite´ ph de la chaˆıne de Markov Xh une
repre´sentation de type (3.13) ou` p˜h est la densite´ associe´e a` (3.19). Cette repre´sentation sera comparable au
de´veloppement (3.6) obtenu pour le processus continu a` la Section 3.2.1 a` partir de (3.16). En suivant ensuite
le programme de´taille´ en fin de Section 3.1.3 on obtient :
The´ore`me 3.2.1 (The´ore`me limite local pour les densite´s) .
Supposons (UE) et (B). Si pour tout multi-indice de de´rivation ν, |ν| ≤ 4, ∫
Rd
|u|S|Dνuqn(u)|du < +∞, S >
4(d+ 1) + 2d2, alors ∃c > 0,
sup
x,x′∈R2d
[
(1 + |x′1|+ |x1|) sup
δ∈[0,1]
pc(T (1 + δ), x, x
′) + χT 1/2
(
x′1 − x1, x′2 − x2 − T
(
x′1 + x1
2
))]−1
×|ph(T, x, x′)− p(T, x, x′)| = O(h1/2),
ou` pc est de´fini en (3.15) et ∀u = (u1, u2) ∈ R2d,
χT 1/2(u) = T
−2d
(
1 +
(∣∣∣ u1
T 1/2
∣∣∣2 + ∣∣∣ u2
T 3/2
∣∣∣2)(S−4)/4d−1)−1 .
La vitesse de convergence reste celle du the´ore`me limite local Gaussien dans la mesure ou` la densite´ p˜ du
processus gele´ continu (3.16) reste Gaussienne. L’ordre de h1/2 est celui de la convergence de p˜h vers p˜. Le
terme en pc provient d’une correction technique ne´cessaire pour traiter le coefficient non borne´ dans l’analyse
de stabilite´.
Pour illustrer ce re´sultat on peut conside´rer l’exemple de l’approximation nume´rique de Px[(T
−1X2T−X1T )+ >
K] pour K > 0 donne´. Cette quantite´ correspond en finance au prix d’une option Call digital de maturite´ T
lorsque la dynamique de l’actif est donne´e par la premie`re composante de (3.14). Si l’on associe maitenant les
composantes du syste`me (3.14) a` la vitesse et a` la position d’une particule, Px[(T
−1X2T − X1T )+ > K] est un
quantile de la partie positive de l’e´cart entre vitesse moyenne et vitesse instantane´e en T . Le the´ore`me limite
local 3.2.1 permet de directement relier les densite´s des objets discrets et continus de dynamiques respectives
donne´es en (3.14) et (3.20). Cette approche est pre´fe´rable a` une discre´tisation de la composante non-de´ge´ne´re´e
associe´e une estimation nume´rique de l’inte´grale dans la mesure ou` dans ce cas la` le sche´ma d’approximation
peut ne pas avoir de densite´.
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3.3 Approximation d’EDS dirige´es par un stable : de´veloppement
d’erreur des densite´s
On pre´sente ici les re´sultats de l’article [9]. Nous conside´rons le cas ou` X a` valeurs dans Rd suit une dyna-
mique de type (3.10). Les coefficients b, σ sont homoge`nes en temps et Z est un processus α-stable syme´trique,
i.e.
Xt = x+
∫ t
0
b(Xs−)ds+
∫ t
0
σ(Xs−)dZs,
et pour t ≥ 0, u ∈ Rd,
E[exp(i〈u, Zt〉)] = exp(it〈γ, u〉 − t
∫
Sd−1
|〈s, u〉|αλ(ds)), (3.21)
ou` λ est une mesure syme´trique sur la sphe`re unite´ Sd−1, α ∈ (0, 2). On exclut le cas Brownien pour lequel on
peut se reporter a` [KM02] pour des re´sultats similaires.
Dans ce cadre, le sche´ma d’Euler associe´ a` (3.11) est bien de´fini et explicitement simulable, cf. [PT97] ou
[ST94]. Pour un pas h > 0 et la grille de discre´tisation {(ti := ih)i∈N∗} associe´e, on pose Xh0 = x et pour i ≥ 0,
Xhti+1 = X
h
ti + b(X
h
ti)h+ σ(X
h
ti)(Zti+1 − Zti).
En revanche, les hypothe`ses d’inte´grabilite´ sur la mesure de Le´vy requises dans Protter et Talay [PT97] pour
l’analyse de l’erreur faible ne sont pas satisfaites par les processus stables. Ces derniers ont en effet des queues
lourdes. Dans le cas monodimensionnel et pour des fonctions tests borne´es, le controˆle de l’erreur faible avait
e´te´ obtenu par Hausenblas [Hau02] a` l’aide du calcul de Malliavin. L’approche parametrix permet de controˆler
l’erreur entre les densite´s.
Sous de bonnes hypothe`ses spe´cifie´es ci-apre`s, Kolokoltsov a donne´ une repre´sentation en se´rie (3.6) de la
densite´ p de X . Il a e´galement e´tabli des controˆles a` la Aronson avec une e´chelle de temps caracte´ristique en
t1/α ge´ne´ralisant le cas Gaussien, cf. The´ore`me 3.2 de [Kol00]. Nous avons de fac¸on similaire au proce´de´ pre´sente´
en Section 3.1.3 obtenu le de´veloppement (3.13) pour la densite´ du sche´ma d’Euler. En suivant le programme
de´taille´ en fin de Section 3.1.3 nous avons pu e´tablir un de´veloppement d’erreur sur les densite´s a` l’ordre h. Pour
ce faire il a fallu dans l’analyse de stabilite´ raffiner les arguments de [Kol00] et utiliser des de´coupages minutieux
dans les parties d’analyse de Fourier utilise´es pour repre´senter densite´s gele´es et noyau de convolution.
Soit q ∈ N∗. Introduisons les hypothe`ses
(A1-q) Pour d ≥ 2, la mesure sphe´rique λ a une densite´ de surface Cq(Sd−1) et pour d ≥ 1, il existe 0 < C1 ≤
C2 < +∞, ∀p ∈ Rd,
C1|p|α ≤
∫
Sd−1
|〈p, s〉|α λ (ds) ≤ C2|p|α.
(A2-q) Les coefficients b, σ et leurs de´rive´es jusqu’ a` l’ordre q sont uniforme´ment borne´es. Ainsi, pour 1 < α < 2,
B(x) := b(x) + σ(x)γ est uniforme´ment borne´. On suppose pour 0 < α ≤ 1, que B(x) = 0 pour tout x ∈ Rd.
(A3) Il existe Λ ≥ 1 tel que pour tout x ∈ Rd, ξ ∈ Rd, Λ−1|ξ|2 ≤ 〈σ(x)ξ, ξ〉 ≤ Λ|ξ|2.
Les hypothe`ses (A1-q) et (A3) sont des hypothe`ses classiques de non-de´ge´ne´rescence, de la mesure sphe´rique
λ et du coefficient σ.
La condition de de´rive nulle dans (A2-q) provient du fait que pour α ∈ (0, 1] l’ajout d’une de´rive d’ordre t
ne correspond pas en temps petit a` un terme ne´gligeable par rapport a` l’e´chelle caracte´ristique en t1/α. Nous
renvoyons a` l’Appendice B de [9] pour des de´tails.
The´ore`me 3.3.1 Supposons q > d+4 et que (A1-q), (A2-q) et (A3) sont ve´rifie´es. Soit 0 < M ≤ q−(d+4).
Il existe une fonction RM (T, x, y), ou` |RM (T, x, y)| ≤ CM (T )
(
1
1+|y−x|d+α
)
:= ρα,M (T, y−x) pour une constante
positive CM (T ), telle que
(p− ph)(T, x, y) =
M−1∑
l=1
hl
(l + 1)!
pihl (T, x, y) + h
MRM (T, x, y) ,
ou`
∑M−1
l=1
∣∣pihl (T, x, y)∣∣ ≤ ρα,M (T, y − x), i.e. les controˆles sur les (pihl )l∈[[1,M−1]] sont uniformes en h.
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Les termes dans le de´veloppement pre´ce´dent de´pendent de h. Il est ne´anmoins possible de faire des de´velop-
pements supple´mentaires des quantite´s pihl de sorte a` obtenir des termes inde´pendants de h dans l’expression
ci-dessus, ce que l’uniformite´ en h du controˆle laisse d’ailleurs a` penser.
Le the´ore`me pre´ce´dent permet e´galement de relaˆcher l’hypothe`se de bornitude de la fonction test de [Hau02]
et d’obtenir un de´veloppement de l’erreur faible EDh := Ex[g(XhT )]−Ex[g(XT )] pour des fonctions g mesurables
ve´rifiant la condition de croissance ∃C > 0, ∀x ∈ Rd, |g(x)| ≤ C(1 + |x|β), β < α, qui est optimale pour le cas
conside´re´. En particulier aucune hypothe`se de re´gularite´ sur g n’est ici requise, contrairement aux approches
utilise´es dans [TT90], [PT97]. Rappelons que d’un point de vue nume´rique, le de´veloppement de l’erreur faible
permet d’utiliser la me´thode d’extrapolation de Romberg Richardson pour acce´le´rer la convergence, cf. Chapitre
1.3.1.
Enfin, le de´veloppement du The´ore`me 3.3.1 est utile pour e´tudier la sensibilite´ de l’erreur faible EDh par
rapport a` x sans conditions supple´mentaires sur g. Ce point est fondamental pour les applications en finance
(couverture). Nous renvoyons a` Guyon [Guy06] pour des de´tails das le cas diffusif.
Extensions et perspectives
Nous avons dans les articles [8],[9] utilise´ la me´thode parametrix de McKean et Singer qui dans des cas non
de´ge´ne´re´s ou faiblement de´ge´ne´re´s est tre`s robuste et se preˆte naturellement a` la discre´tisation.
Pour l’instant les the´ore`mes limites locaux sur les densite´s ont e´te´ obtenus a` partir des de´veloppements
parametrix (3.6), (3.13) et du the´ore`me limite local en re´gime Gaussien. Il serait inte´ressant d’e´tendre ce type
de re´sultats a` des processus dont la densite´ n’a pas de comportement de type Gaussien. A titre d’exemple, si
l’on remplace en Section 3.3 les accroissements stables par des variables i.i.d. renormalise´es qui sont dans le
bassin d’attraction de la loi stable initiale, quel type de the´ore`me limite local peut-on espe´rer e´tablir ? Quelle
serait la vitesse en fonction de l’indice α du stable ?
Nous avons e´galement jusqu’a` pre´sent toujours e´nonce´ des re´sultats a` horizon T > 0 fini. Dans le cas ou`
le processus admet une mesure invariante la question de l’existence du the´ore`me limite local et de la vitesse
associe´e pour une estimation par chaˆıne de Markov, e´ventuellement a` pas de´croissant, reste ouverte.
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Chapitre 4
Approximation d’Equations
Diffe´rentielles Re´trogrades (EDSR)
Nous pre´sentons dans ce chapitre les travaux [2], [5] (en collaboration avec F. Delarue de l’Universite´
de Nice), [6] (en collaboration avec B. Bouchard de l’Universite´ Paris Dauphine) relatifs a` l’approximation
d’e´quations diffe´rentielles stochastiques (progressives) re´trogrades (EDS(P)R). Introduites par Pardoux et Peng
[PP90], les EDSR ont permis d’e´tendre les re´pre´sentations de Feynman-Kac a` des EDP paraboliques ou ellip-
tiques semi ou quasi-line´aires. Ce sont par ailleurs des objets qui apparaissent de fac¸on naturelle en finance, cf.
El Karoui et al. [KPQ97], dans la mesure ou` les proble`mes de re´plication d’options se formulent directement en
terme d’EDSR.
C’est un sujet qui a fait l’objet d’une active recherche tant du point de vue the´orique que nume´rique.
Nous pre´senterons en Section 4.1 un bref aperc¸u de la the´orie des EDSR et de leurs liens avec les EDP non
line´aires. En terme nume´rique l’approximation d’EDSR fournit un proce´de´ alternatif aux me´thodes de´terministes
de diffe´rences/e´le´ments finis pour les proble`mes non line´aires. Nous verrons ci-apre`s que la complexite´ des
algorithmes propose´s de´pend de fac¸on hautement non line´aire de la dimension du proble`me sous-jacent. On
ne retrouve donc pas la complexite´ line´aire en la dimension spe´cifique des me´thodes de Monte Carlo pour
l’approximation probabiliste de solutions d’EDP line´aires et l’on se heurte a` la “fle´au de la dimension” bien
connue dans les approximations nume´riques de´terministes d’EDP.
Cette comple´xite´ provient de l’estimation d’espe´rances conditionnelles, qui est une e´tape ine´vitable pour
l’approximation d’EDSR. Trois grands types de techniques ont e´te´ introduites a` cet effet :
- Les me´thodes de Monte Carlo associe´es a` des estimateurs de´rivant du calcul de Malliavin. Cette approche a
e´te´ de´veloppe´e par Bouchard et Touzi [BT04] pour des EDSR faiblement couple´es.
- Les me´thodes de re´gression line´aire, utilise´es par Gobet et al. [GLW05] toujours dans le cadre des EDSR
faiblement couple´es.
- Les me´thodes de quantification, introduites par Bally et Page`s dans le cadre des EDSR re´fle´chies, proble`me
d’arreˆt optimal pour les options ame´ricaines [BP03]. Le premier algorithme de discre´tisation d’EDSR propose´
par Chevance [Che97] dans un cadre plus restrictif utilise pour l’estimation des espe´rances conditionnelles une
me´thode qui s’apparente a` cette approche. C’est par ailleurs celle que nous avons utilise´e dans [2] et [5].
Nous pre´senterons brie`vement en Section 4.2 les algorithmes de [BT04] et [GLW05]. En retenant l’approche
par quantification pour l’approximation des espe´rances conditionnelles, nous avons pu dans [2], [5] proposer
des sche´mas de discre´tisation d’EDSR fortement couple´es associe´es a` des EDP quasi-line´aires. Nous de´taillerons
ces algorithmes en Section 4.3. Enfin, nous de´velopperons en Section 4.4, les re´sultats de [6] ou` nous avons
analyse´ l’erreur forte d’un sche´ma de semi-discre´tisation, i.e. on ne propose pas de sche´ma d’approximation des
espe´rances conditionnelles, pour une EDSR dans un domaine.
4.1 Quelques re´sultats sur les EDSR et lien avec les EDP
4.1.1 Introduction a` la solvabilite´ des EDSR et couplage faible
La dynamique d’une EDSR s’e´crit de fac¸on ge´ne´rique
Yt = ξ +
∫ T
t
f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T
t
ZsdWs, t ∈ [0, T ], (4.1)
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ou` (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien standard d-dimensionnel sur un espace de probabilite´ (Ω,F ,P) de
filtration naturelle (Ft)t≥0 et T > 0 est un instant arbitraire. La condition terminale ξ est FT mesurable et
ge´ne´ralement suppose´e de carre´ inte´grable. Le coefficient f est appele´ ge´ne´rateur de l’EDSR. Ce dernier peut eˆtre
ale´atoire a` condition de supposer que le processus (f(t, y, z))t≥0 est pour tout (y, z) progressivement mesurable.
Un exemple typique de de´pendance ale´atoire du ge´ne´rateur est fourni par le couplage faible avec une EDS
progressive, i.e. f s’e´crit f(s,Xs, Ys, Zs), ξ = g(XT ) ou` X est la solution d’une EDS progressive. L’EDSR
faiblement couple´e s’e´crit alors :
Yt = g(XT ) +
∫ T
t
f(s,Xs, Ys, Zs)ds−
∫ T
t
ZsdWs,
Xt = x+
∫ t
0
b(s,Xs)ds+
∫ t
0
σ(s,Xs)dWs, t ∈ [0, T ]. (4.2)
Ce sont les EDSR de type (4.2) qui permettent d’e´tablir une connexion avec les EDP semi-line´aires.
Principes de re´solution
Re´soudre une EDSR de type (4.1) consiste a` trouver un couple (Yt, Zt)t∈[0,T ] progressivement mesurable
tel que (4.1) soit ve´rifie´e pour tout t ∈ [0, T ], P-presque suˆrement. L’hypothe`se de progressive mesurabilite´ est
essentielle. Le terme de droite dans (4.1) est a priori FT mesurable la` ou` l’on cherche a` ce que celui de gauche
soit Ft mesurable. C’est le roˆle du processus (Zt)t∈[0,T ] que de ramener condition terminale et ge´ne´rateur dans
la bonne tribu.
Ce point s’illustre directement dans le cas d’un ge´ne´rateur nul. En effet, si f = 0 et que l’on conside`re une
condition terminale ξ de carre´ inte´grable, le the´ore`me de repre´sentation des martingales donne l’existence d’un
unique processus (Zt)t∈[0,T ] progressivement mesurable et de carre´ inte´grable tel que ξ = E[ξ] +
∫ T
0
ZsdWs.
Ainsi Yt := E[ξ|Ft] = E[ξ] +
∫ t
0
ZsdWs est bien solution de (4.1). L’unicite´ de´coule de celle du processus Z de
repre´sentation.
En bref, c’est la condition de mesurabilite´ sur le couple (Yt, Zt)t∈[0,T ] qui permet de “fermer” l’e´quation
(4.1) a` deux inconnues : a` la relation diffe´rentielle on ajoute la condition de mesurabilite´.
Sous des conditions de structure du ge´ne´rateur f , l’e´quation (4.1) est alors bien pose´e. Lorsque f est Lipschit-
zien en (y, z), on peut construire une suite (Y n, Zn)n∈N de´finie par (Y 0, Z0) = 0, Y n+1t = ξ+
∫ T
t f(s, Y
n
s , Z
n
s )ds−∫ T
t Z
n+1
s dWs, t ∈ [0, T ], n ≥ 0. La condition de Lipschitz continuite´ de f permet d’identifier le processus
Zn+1 au processus de repre´sentation associe´ a` la variable ale´atoire ξ +
∫ T
t f(s, Y
n
s , Z
n
s )ds qui est bien de carre´
inte´grable. Les arguments usuels d’analyse diffe´rentielle, lemme de Gronwall, et stochastique, ine´galite´s BDG,
permettent de de´duire que cette suite admet un unique point fixe solution forte de (4.1). La meˆme de´marche
reste possible si l’on remplace l’hypothe`se de Lipschitz continuite´ du ge´ne´rateur en y par une condition de mo-
notonie associe´e a` une croissance au plus line´aire. Ces re´sultats de solvabilite´ sont initialement duˆs a` Pardoux et
Peng [PP90]. Par la suite de nombreux auteurs ont affaibli ces hypothe`ses pour la solvabilite´ de (4.1), indiquons
Briand et al. [BDH+03] pour le cas d’une condition terminale Lp, p ∈ (1, 2) ou Kobylanski [Kob00] pour le cas
d’un ge´ne´rateur a` croissance quadratique en Z, hypothe`se par ailleurs naturelle du point de vue des EDP, cf.
Ladyzhenskaya et al. [LSU68].
Lien avec les EDP semi-line´aires
Nous conside´rerons pour l’illustration du lien entre EDSR et EDP le cas parabolique, le cas elliptique a e´te´
aborde´ par Darling et Pardoux [DP97].
De l’EDP vers l’EDSR. Comme pour la formule de Feynman-Kac dans le cadre line´aire c’est l’application
de la formule d’Itoˆ qui permet de relier EDP et EDSR. Conside´rons l’EDP parabolique semi-line´aire{
(∂t + Lt)u(t, x) + f(t, x, u(t, x), ((σ∇u)(t, x)) = 0, (t, x) ∈ [0, T )× Rd,
u(T, x) = g(x), x ∈ Rd, (4.3)
ou` Ltϕ(x) = 〈b(t, x),∇ϕ(x)〉+ 12 tr
(
a(t, x)D2xϕ
)
, a(t, x) = σσ∗(t, x) est le ge´ne´rateur infinite´simal d’une e´quation
de diffusion Xt = x +
∫ t
0
b(s,Xs)ds +
∫ t
0
σ(s,Xs)dWs soluble au moins au sens faible. S’il existe une solution
“classique” a` (4.3), i.e. borne´e et a` de´rive´es d’ordres un en temps et deux en espace borne´es, il est possible
d’appliquer sur l’espace de probabilite´ sous-jacent la formule d’Itoˆ au processus Yt := u(t,Xt). On identifie alors
Zt = (∇uσ)(t,Xt) qui permet de retrouver la formulation couple´e de l’e´quation (4.2).
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Ainsi, la donne´e d’une solution re´gulie`re a` l’EDP a permis de construire par un argument de ve´rification
une solution a` l’EDSR. Cette me´thode peut s’e´tendre a` des solutions de (4.3) ayant des de´rive´es temps espace
au sens de Sobolev a` l’aide de la formule d’Itoˆ-Krylov, cf. [Kry96].
De l’EDSR vers l’EDP. Re´ciproquement, une question naturelle consiste a` essayer de retrouver l’EDP a`
partir de la solution de l’EDSR. Supposons que l’EDSR (4.2) admette une solution unique et de´finissons u :
(t, x) ∈ [0, T ]×Rd 7→ u(t, x) := Y t,xt qui de´signe la valeur de l’EDSR (4.2) en t pour la condition initiale Xt = x.
De cette de´finition de u il est aise´ de voir que u(0, x) s’e´crit comme la solution en 0 d’une EDSR sur [0, t] avec
condition terminale u(t,X0,xt ). Ce principe de programmation dynamique satisfait par u permet d’e´tablir qu’elle
est solution de viscosite´ de (4.3). Nous renvoyons a` l’article de Crandall et al [CIL92] pour la de´finition.
Lorsque les coefficients de l’EDSR sont re´guliers il est possible de la de´river par rapport a` la condition
initiale a` l’aide de techniques usuelles de flots stochastiques sur les composantes progressives et re´trogrades,
voir Kunita [Kun90] ou Ikeda et Watanabe [IW89]. Cette ope´ration permet d’obtenir la diffe´rentiabilite´ de u a`
l’ordre un en temps et deux en espace. Le calcul de Malliavin permet ensuite l’identification de (Zt)t∈[0,T ] avec
((σ∇u)(t,Xt))t∈[0,T ] dont on de´duit ensuite graˆce a` (4.2) que u est solution classique de (4.3). Cette de´marche
est celle de l’article de Pardoux et Peng [PP92]. Notons que dans cette approche aucune condition de non
de´ge´ne´rescence n’est a priori requise, seule la re´gularite´ des coefficients intervient. Si l’e´quation de de´part est
en revanche non de´ge´ne´re´e, cette approche n’exploite pas l’effet re´gularisant du noyau de la chaleur.
4.1.2 EDSR fortement couple´es
De nombreuses applications, e´quations des milieux poreux, proble`me de gros investisseur en finance, font
intervenir des e´quations aux de´rive´es partielles pour lesquelles la solution et/ou son gradient apparaissent dans
l’ope´rateur diffe´rentiel. On parle alors d’EDP quasi-line´aires. De fac¸on ge´ne´rale celles-ci s’e´crivent :
∂tu(t, x) + 〈b (t, x, u(t, x), (σ∇u)(t, x)) ,∇u(t, x)〉+ 12 tr
(
a (t, u(t, x))D2xu(t, x)
)
+f (t, x, u(t, x), (σ∇u)(t, x)) = 0, (t, x) ∈ [0, T )× Rd,
u(T, x) = g(x), x ∈ Rd.
(4.4)
Ce sont des e´quations de ce type pour lesquelles nous avons propose´ dans [2], [5] des algorithmes de
discre´tisation que nous de´taillerons en Section 4.3. En gardant a` l’esprit les relations Yt = u(t,Xt), Zt =
(σ∇u)(t,Xt) qui lient l’EDSR a` l’EDP il apparaˆıt naturel que l’objet probabiliste naturellement associe´ a` (4.4)
sera une EDSR “fortement couple´e” de dynamique
Xt = x+
∫ t
0
b(s,Xs, Ys, Zs)ds+
∫ t
0
σ(s,Xs, Ys)dWs
Yt = g(XT ) +
∫ T
t
f(s,Xs, Ys, Zs)ds−
∫ T
t
ZsdWs. (4.5)
Le couplage est dit fort dans la mesure ou` les coefficients de la composante progressive de´pendent de
l’e´quation re´trograde. Il n’est ainsi plus possible de re´soudre l’e´quation progressive de fac¸on autonome ce qui
induit une difficulte´ supple´mentaire par rapport a` la Section pre´ce´dente.
Solvabilite´ en temps court. Le cadre naturel de re´solution de (4.5) est celui de coefficients Lipschitziens. On
cherche alors a` construire un triplet (Xt, Yt, Zt)t∈[0,T ] adapte´ tel que E[supt∈[0,T ] |Xt|2] + E[supt∈[0,T ] |Yt|2] <
+∞, et E[∫ T
0
|Zs|2ds] < +∞ avec Z progressivement mesurable. L’ide´e naturelle pour obtenir une telle so-
lution consiste a` construire, en suivant la de´marche du travail de [PP90], une contraction. Les espaces fonc-
tionnels sont ceux naturellement associe´s aux conditions ci-avant. Si l’on se donne X0 on de´finit pour n ≥
0, Y n+1t = g(X
n
T ) +
∫ T
t
f(s,Xns , Y
n+1
s , Z
n+1
s )ds −
∫ T
t
Zn+1s dWs, X
n+1
t = x +
∫ t
0
b(s,Xn+1s , Y
n+1
s , Z
n+1
s )ds +∫ t
0
σ(s,Xn+1s , Y
n+1
s )dWs. Sous les hypothe`ses de Lipschitz continuite´ uniforme des coefficients b, σ, f, g, Anto-
nelli [Ant93] a montre´ que le proce´de´ pre´ce´dent de´finit une contraction et que son unique point fixe est l’unique
solution forte de (4.5) si T ≤ cK ou` K de´signe la constante de Lipschitz des coefficients. Sans autres hy-
pothe`ses ce re´sultat est optimal dans la mesure ou` il existe des contre-exemples. Conside´rons le cas particulier
de´terministe X0 = x, YT = −XT , dXt = Ytdt, dYt = −Xtdt, t ∈ [0, T ], pour lequel Z = 0. La forme ge´ne´rale
des solutions s’e´crit Xt = A cos(t) + B sin(t), Yt = −A sin(t) + B cos(t), t ∈ [0, T ] ce qui impose A = x et
A cos(T ) +B sin(T ) = A sin(T )−B cos(T ) pour ve´rifier les conditions de bord. Pour T = 3pi/4 cette condition
conduit a` A = x et A = 0, ce qui met la solvabilite´ en de´faut.
33
Sche´ma en quatre temps. Cette approche est due a` Ma, Protter et Yong [MPY94]. L’ide´e sous-jacente est
de “de´corre´ler” les composantes progressives et re´trogrades de (4.5) en utilisant des proprie´te´s de la solution
suppose´e connue de l’EDP (4.4) sous-jacente. Pre´cise´ment, si u solution de (4.4) est une solution “classique”,
l’identification formelle Yt = u(t,Xt), Zt = (σ∇u)(t,Xt) pre´ce´dente conduit a` conside´rer l’e´quation progressive
autonome
Xt = x+
∫ t
0
b(s,Xs, u(s,Xs), (σ∇u)(s,Xs))ds+
∫ t
0
σ(s,Xs, u(s,Xs))dWs.
Si les coefficients, b, σ ainsi que u et son gradient sont Lipschitziens, alors l’e´quation ci-dessus est fortement
soluble. Sous des hypothe`ses usuelles de croissance du ge´ne´rateur f , l’application de la formule d’Itoˆ donne que
le triplet (Xt, Yt, Zt)t∈[0,T ] = (Xt, u(t,Xt), (σ∇u)(t,Xt))t∈[0,T ] est bien solution de (4.5).
C’est encore la` une me´thode de type ve´rification. On construit l’objet probabiliste a` partir des proprie´te´s
de l’EDP. Pour l’unicite´, partant d’une solution arbitraire (X¯, Y¯ , Z¯) de (4.5) il faut l’identifier avec (X,Y, Z)
construite pre´ce´demment. L’ide´e est ici d’utiliser de nouveau la fonction u solution de l’EDP (suppose´e borne´e
ainsi que ses de´rive´es d’ordre un et deux en espace) pour identifier Y¯t = u(t, X¯t), Z¯t = (σ∇u)(t, X¯t). Pour cela,
on applique la formule d’Itoˆ a` (u(t, X¯t)− Y¯t)2, t ∈ [0, T ]. Les outils usuels en e´quations re´trogrades : ine´galite´s
BDG, ine´galite´s de Young et Lemme de Gronwall, permettent de conclure.
Une fois effectue´e l’identification pour (Y¯ , Z¯), les hypothe`ses pre´ce´dentes de Lipschitzianite´ sur les coefficients
donnent queX = X¯ car les deux composantes progressives ve´rifient la meˆme EDS. Dans le cadre d’un ge´ne´rateur
Lipschitzien l’identification (Y¯ , Z¯) = (Y, Z) provient ensuite de l’unique solubilite´ de l’e´quation re´trograde.
Pour pouvoir appliquer ce programme il faut donc disposer de coefficients b, σ, f Lipschitziens et d’une
solution classique de (4.4) borne´e ainsi que ses de´rive´es d’ordre un et deux en espace. Un jeu typique d’hypothe`ses
qui garantit ces proprie´te´s est le suivant :
(a) Les coefficients b, f, σ et g sont re´guliers et a` de´rive´es d’ordre un en (x, y, z) borne´es.
(b) ∃Λ > 0, |(b, f)(t, x, y, z)| ≤ Λ(1 + |y|+ |z|), |g(x)| ≤ Λ.
(c) ∃λ > 0, λId ≤ a(t, x, y) ≤ ΛId.
(d) g ∈ C2(Rd) a des de´rive´es d’ordre un et deux borne´es et uniforme´ment η-Ho¨lderiennes, η ∈ (0, 1].
The´ore`me 4.1.1 (cf. Ladyzhenskaya et al. [LSU68]) Supposons que (a),(b),(c),(d) soient satisfaites. Alors,
l’e´quation admet une unique solution classique borne´e ainsi que ses de´rive´es d’ordre un et deux en espace.
C’est sous des hypothe`ses de ce type que nous nous placerons en Section 4.3. Nous reprendrons pour e´tudier
la convergence de sche´mas d’approximation d’EDP/EDSR la de´marche pre´sente´e ci-dessus pour l’unicite´ en
exploitant les proprie´te´s de u.
Solvabilite´ en temps arbitraire dans le cadre d’hypothe`ses “usuelles”.
Sous l’hypothe`se d’uniforme ellipticite´ (c) et de coefficients Lipschitziens, l’unique solvabilite´ de (4.5) pour
T > 0 arbitraire a e´te´ e´tablie par Delarue [Del02]. Pour passer du temps court au temps long, l’ide´e consiste a`
ite´rer le re´sultat en temps court de [Ant93] en controˆlant que la solution de viscosite´ de (4.4) associe´e a` l’EDSR
ainsi construite, u(t, x) := Y t,xt , reste Lipschitzienne en espace (au sens ou` sa constante de Lipschitz n’explose
pas) sur chacun des intervalles de temps “courts”. Ceci permet en effet d’ite´rer la proce´dure en conside´rant
comme nouvelle condition terminale la solution pre´ce´demment obtenue et Lipschitzienne en espace. Celle-ci sert
alors d’entre´e a` une nouvelle EDSR fortement couple´e fortement uniquement soluble en temps court.
L’hypothe`se de non-de´ge´ne´rescence est ici cruciale pour pouvoir construire une solution pour T arbitraire,
comme l’on pouvait l’envisager a` partir du contre-exemple ci-avant.
Pour la solvabilite´ au sens faible d’EDSR fortement couple´es dans un cadre non de´ge´ne´re´ nous renvoyons au
travail de Delarue et Guatteri [DG06].
4.2 Algorithmes de discre´tisation d’EDSR faiblement couple´es
Au regard des parties pre´ce´dentes le cas faiblement couple´ apparaˆıt plus favorable a` la discre´tisation dans
la mesure ou` l’approximation de la composante progressive peut eˆtre effectue´e de fac¸on autonome. Par ailleurs
les me´thodes nume´riques pour celle-ci sont bien comprises, voir Chapitre 1. Nous pre´sentons tout d’abord
un premier sche´ma de semi-discre´tisation pour l’EDSR (4.2). On entend par la` un sche´ma the´orique qui ne
propose pas encore d’approximation des espe´rances conditionnelles en pre´sence. Nous pre´senterons ensuite deux
techniques nume´riques pour l’approximation des espe´rances conditionnelles. Nous analyserons pre´cise´ment leur
complexite´ algorithmique.
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4.2.1 Un premier sche´ma de semi-discre´tisation
Soit {(ti := ih)i∈[[0,N ]]}, Nh = T , une grille en temps de pas h donne´e. Pour discre´tiser (4.2), l’ide´e naturelle
consiste a` partir de l’e´criture “locale” en temps :
Yti = E[Yti+1 +
∫ ti+1
ti
f(s,Xs, Ys, Zs)|Fti ], i ∈ [[0, N − 1]]. (4.6)
Pour i = N − 1, Yti+1 = YT = g(XT ), condition terminale connue. Pour de´duire un sche´ma d’approximation de
l’e´criture (4.6), si l’on pense par exemple a` une me´thode des rectangles pour la discre´tisation de l’inte´grale, il est
fondamental d’avoir une approximation du processus de repre´sentation. A ce propos, partant de la formulation
(4.2) entre ti et ti+1, i ∈ [[0, N − 1]], si l’on multiplie les deux membres de la composante re´trograde par
l’accroissement Brownien Wti+1 −Wti et que l’on passe a` l’espe´rance conditionnelle en Fti il vient :
E[
∫ ti+1
ti
Zsds|Fti ] = E[(Yti+1 − Yti)(Wti+1 −Wti)|Fti ] + E[
∫ ti+1
ti
f(s,Xs, Ys, Zs)ds(Wti+1 −Wti)|Fti ]
= E[Yti+1(Wti+1 −Wti)|Fti ] +O(h3/2), (4.7)
sous les hypothe`ses typiques de solvabilite´ de EDSR. Par ailleurs il est naturel de chercher une approximation
de (Zs)s∈[ti,ti+1] qui soit Fti mesurable. Si l’on ne´glige la contribution associe´e au ge´ne´rateur dans (4.7), la
meilleure approximation Fti mesurable de (Zs)s∈[ti,ti+1] dans L2([ti, ti+1]× Ω, dt⊗ dP) est donne´e par :
Zˆti = h
−1
E[Yti+1(Wti+1 −Wti)|Fti ].
Cette technique d’“incre´ment de martingale” pour l’estimation du Z apparaˆıt initialement chez Bally et Page`s
[BP03]. Supposons que l’on dispose de´sormais d’une approximation (Xhti)i∈[[0,N ]] de la composante progressive
de (4.2), par exemple le sche´ma d’Euler. L’ite´ration de´rivant des e´critures pre´ce´dentes s’e´crit :
Y hti = E[Y
h
ti+1 |Fti ] + hE[f(ti, Xhti , Y hti+1 , Zˆhti)|Fti ],
Zˆhti = h
−1
E[Y hti+1(Wti+1 −Wti)|Fti ], i ∈ [[0, N − 1]]. (4.8)
La vitesse de convergence de (4.8) a e´te´ obtenue pas Zhang [Zha04] sous des hypothe`ses usuelles de solvabilite´.
Pre´cise´ment, lorsque Xh est le sche´ma d’Euler, il e´tablit qu’il existe C de´pendant de T et des constantes de
Lipschitz des coefficients dans (4.2) tel que :
max
i∈[[0,N ]]
E[|Y hti − Yti |2] +
N−1∑
i=0
E[
∫ ti+1
ti
|Zˆhti − Zs|2ds] ≤ Ch.
On retrouve que l’erreur obtenue sur la composante re´trograde est du meˆme ordre que celle de l’e´quation
progressive, voir e´galement Gobet et Labart [GL07] pour un de´veloppement d’erreur qui met en e´vidence cette
proprie´te´.
Pour passer a` partir de (4.8) a` un sche´ma “imple´mentable” il est ne´cessaire de pre´ciser une me´thode d’ap-
proximation des espe´rances conditionnelles.
4.2.2 Me´thodes de Monte Carlo et calcul de Malliavin
Cette approche a e´te´ utilise´e par Bouchard et Touzi [BT04] a` partir d’un sche´ma le´ge`rement diffe´rent de
(4.8), i.e. l’ite´ration sur la composante re´trograde est implicite Y hti = E[Y
h
ti+1 |Fti ] + hf(ti, Xhti , Y hti , Zˆhti). Sous les
hypothe`ses usuelles et pour h suffisamment petit, ce sche´ma est e´galement bien de´fini.
Lorsque le coefficient de diffusion σ est uniforme´ment elliptique, et que les coefficients b, σ sont re´guliers, le
sche´ma d’Euler Xh posse`de une densite´. L’estimation des espe´rances conditionnelles se re´duit ainsi a` un calcul
de lois conditionnelles. Les auteurs utilisent ensuite des formules d’inte´gration par partie pour repre´senter la
densite´ et des fonctions du sche´ma d’Euler.
Soit une variable ale´atoire R := ρ(Xhti+1 , ξ)A(Wti+1 − Wti) ou` ρ et une fonction a` valeurs re´elles, A une
application affine et ξ une variable ale´atoire inde´pendante de σ{(Xhti), i ∈ [[1, N ]]}. Les auteurs e´tablissent
l’expression
E[R|Xhti = x] :=
E[Hx(X
h
ti)ρ(X
h
ti+1 , ξ)S(A(Wti+1 −Wti), x,Xhti)]
E[Hx(Xhti)S(1, x,Xhti)]
, (4.9)
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ou` Hx(y) =
∏d
j=1 Ixj≤yj est un produit de fonctions de Heaviside re´sultant de l’inte´gration par parties. L’ex-
pression de S fait intervenir des inte´grales de Skorohod et un terme de localisation qui permet de controˆler la
variance pour l’estimation de Monte Carlo associe´e.
Ainsi, pour une trajectoire du sche´ma d’Euler, l’estimation par Monte Carlo de la quantite´ ci-avant va
ne´cessiter la simulation de M + 1 trajectoires i.i.d. du sche´ma d’Euler (en incluant la trajectoire initiale note´e
Xh,0 := Xh). Dans la pratique M = KN et a` chaque instant (ti)i∈[[0,N−1]] de discre´tisation K trajectoires
des
(
(Xh,kti )i∈[[0,N ]]
)
k∈[[0,M ]]
sont utilise´es pour l’approximation de l’espe´rance conditionnelle. Ces K variables
inde´pendantes interviennent implicitement dans l’expression de ξ de l’e´quation (4.9) lorsque R est associe´e a`
l’approximation de l’EDSR. Pre´cise´ment, si l’on note Ni := {(i− 1)K + 1, ..., iK}, i ∈ [[1, N ]] le sche´ma s’e´crit :
∀l ∈ NN , Y h,lT = g(Xh,lT ), ∀j ∈ {0} ∪ Ni, i ∈ [[0, N − 1]],
Zˆh,jti =
1
K
∑
l∈Ni+1 HXh,jti
(Xh,lti )Yˆ
h,l
ti+1Si(W lti+1 −W lti , Xh,jti , Xh,lti )
1
K
∑
l∈Ni+1 HXh,jti
(Xh,lti )Si(1, Xh,jti , Xh,lti )
,
Yˆ h,jti =
1
K
∑
l∈Ni+1 HXh,jti
(Xh,lti )Yˆ
h,l
ti+1Si(1, Xh,jti , Xh,lti )
1
K
∑
l∈Ni+1 HXh,jti
(Xh,lti )Si(1, Xh,jti , Xh,lti )
+ hf(ti, X
h,j
ti , Y
h,j
ti , Zˆ
h,j
ti ).
La fonction A dans (4.9) est soit l’accroissement Brownien pour la mise a` jour du processus de repre´sentation
approche´, soit 1 pour la composante re´trograde. L’analyse de l’erreur associe´e, cf. The´ore`me 6.2 de [BT04] donne
que pour retrouver l’erreur attendue d’ordre h1/2 en norme L2, qui e´tait celle du sche´ma de semi-discre´tisation,
il faut prendre K ≥ N6+d/2, ce qui conduit a` conside´rer N7+d/2 trajectoires du sche´ma d’Euler.
La complexite´ apparente d’une telle proce´dure est de l’ordre de K2N . Ne´anmoins les fonctions de Heaviside
intervenant dans l’estimateur permettent de passer a` K log(K)(d−1)∨1N en triant les re´alisations. Ce type
d’estimateur reste de´licat a` calibrer dans la pratique, en particulier le parame`tre de troncation implicite dans
S. Enfin, il faut e´galement approcher les inte´grales de Skorohod dans ce meˆme terme.
4.2.3 Techniques de re´gression
Une autre approche est base´e sur des me´thodes de re´gression. Elle a e´te´ de´veloppe´e par Gobet, Lemor
et Warin [GLW05, GLW06] selon une de´marche voisine de celle propose´e par Longstaff et Schwarz [LS01]
dans le cadre des options ame´ricaines. L’ide´e sous-jacente est d’utiliser M trajectoires
(
(Xh,jti )i∈[[0,N ]]
)
j∈[[1,M ]]
inde´pendantes du sche´ma d’Euler et de “re´gresser” les approximations naturelles associe´es a` l’EDSR, voir (4.8),
sur une base de fonctions de dimension finie. La phase d’initialisation de l’algorithme reste la meˆme et consiste
a` poser Y h,jT = g(X
h,j
T ), j ∈ [[1,M ]]. Pour X a` valeurs dans Rd, si l’on se donne (pl)l∈[[1,d]] bases de fonctions
de cardinaux respectifs (Kl)l∈[[1,d]], la premie`re e´tape pour la mise a` jour de l’approximation du Z a` l’instant
(ti)i∈[[0,N−1]] consiste a` re´soudre le proble`me de moindre carre´ :
inf
α∈RKl
1
M
M∑
j=1
∣∣∣h−1Y h,jti+1(Wti+1 −Wti)l − 〈α, pl(Xh,jti )〉∣∣∣2 , l ∈ [[1, d]].
Si αˆlti de´signe le α optimal, on pose ensuite (Zˆ
h,j
ti )l = 〈αˆlti , pl(Xh,jti )〉, l ∈ [[1, d]]. L’estimation de Y h,jti se fait
suivant le meˆme sche´ma. Si
αˆ0ti = arginfα∈RK0
 1M
M∑
j=1
∣∣∣Y h,jti+1 + hf(ti, Xh,jti , Y h,jti+1 , Zˆhti)− 〈α, p0(Xh,jti )〉∣∣∣2
 ,
ou` p0 de´signe une base de fonctions de cardinal K0, on pose Y
h,j
ti = 〈αˆ0ti , p0(Xh,jti )〉. L’approximation est ici
comme dans (4.8) explicite.
Nous renvoyons aux articles sus-mentionne´s pour le de´tail de l’analyse de la convergence. La complexite´
globale de l’algorithme est de l’ordre de NMd log(K) si l’on choisit K = Kl, l ∈ [[0, d]] et des fonctions
de base qui sont des indicatrices de cellules. Pour retrouver une erreur de l’ordre de h1/2 en norme L2 sous
de bonnes hypothe`ses de Lipschitz continuite´ des coefficients, l’e´quilibre des parame`tres N,M,K conduit a`
une complexite´ algorithmique l’ordre de N2d+4 log(N) a` mettre en regard avec l’ordre de N7+d/2 log(N) de
l’algorithme pre´ce´dent pour obtenir cette vitesse. En revanche, l’approche par re´gression ne requiert aucune
non de´ge´ne´rescence des coefficients et peut s’e´tendre a` des EDSR faiblement couple´es qui font intervenir dans
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leur dynamique re´trograde les variations d’une martingale orthogonale au Brownien ainsi que d’e´ventuelles
composantes de sauts pour la partie progressive [GLW06].
Nous voyons sur ces exemples que meˆme dans le cas faiblement couple´ les complexite´s algorithmiques as-
socie´es a` ces mode`les non-line´aires sont hautement explosives avec la dimension.
4.3 Discre´tisation d’EDSR fortement couple´es
La discre´tisation d’une EDSR fortement couple´e pre´sente les meˆmes difficulte´s que celles rencontre´es pour la
construction des objets continus, cf. Section 4.1.2. Il n’est pas possible de se´parer estimations des composantes
progressives et re´trogrades a` moins de les “de´corre´ler” comple`tement, c’est a` dire de reproduire nume´riquement
la proce´dure de point fixe qui a permis de construire l’objet continu en re´solvant une suite d’EDSR faiblement
couple´es. Dans ce cadre, il devient possible nume´riquement d’utiliser les algorithmes de la section pre´ce´dente.
Nous renvoyons pour cette approche aux travaux de Rivie`re [Riv05] et Bender et Zhang [BZ08].
Nous avons choisi pour les articles [2], [5] d’utiliser les liens forts entre l’EDSR et l’EDP quasi-line´aire et
d’exploiter que, sous les hypothe`ses du The´ore`me 4.1.1, la solution u de (4.4) est re´gulie`re. Cette approche
est e´galement celle retenue par Milstein et Tretyakov [MT04]. L’ide´e commune a` ces travaux est de proce´der
a` une ite´ration re´trograde et a` chaque e´tape en temps d’injecter dans la dynamique de l’e´quation progressive
les estime´es de la solution et de son gradient obtenues a` l’e´tape pre´ce´dente. La re´gularite´ de la vraie solution
permet de controˆler la propagation de l’erreur due a` cette approximation. De fait, cette proce´dure fournit un
algorithme probabiliste d’approximation de la solution de l’EDP en exploitant la dynamique locale en temps de
l’EDSR (4.5). L’approximation de l’EDSR elle meˆme se fait dans un second temps apre`s la re´solution approche´e
de l’EDP de fac¸on similaire a` Douglas et al. [DMP96] qui proposaient eux un algorithme de´terministe pour (4.4)
avant d’injecter les re´sultats de l’approximation dans l’EDSR.
4.3.1 Etapes de la discre´tisation
Posons pour la suite pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×Rd, v(t, x) := (σ∇u)(t, x). Pour t ∈ [0, T −h], l’e´quation (4.5)
et le lien avec u solution de (4.4) donnent le principe de programmation dynamique :
u(t,Xt) := E[u(t+ h,Xt+h)|Ft] + E[
∫ t+h
t
f(s,Xs, Ys, Zs)ds|Ft].
Cette e´criture ne peut pas directement s’exploiter nume´riquement dans la mesure ou` la dynamique de X entre t
et t+h fait intervenir (Ys, Zs)s∈[t,t+h] soit la solution u de (4.4) et son gradient v. Si l’on dispose d’approximations(
u˜(t + h, .), v˜(t + h, .)
)
de
(
u(t+ h, .), v(t+ h, .)
)
sur tout l’espace, on de´finit une transition “approche´e” entre
t et t+ h :
∀x ∈ Rd, T (t, x) := b(t, x, u˜(t+ h, x), v˜(t+ h, x))h+ σ(t, x, u˜(t+ h, x))(Wt+h −Wt).
On utilise ensuite cette transition dans la dynamique du processus progressif pour mettre a` jour l’estimation
du gradient par incre´ment de martingales, i.e. pour tout x ∈ Rd,
v˜(t, x) := h−1E[u˜(t, x+ T (t, x))(Wt+h −Wt)]. (4.10)
On de´finit enfin la nouvelle approximation u˜(t, .) par
u˜(t, x) := E[u˜(t+ h, x+ T (t, x))] + hf(t, x, u˜(t+ h, x), v˜(t, x)). (4.11)
Partant de la condition initiale u˜(T, .) = g(.), v˜(T, .) = (σ∇g)(T, .), ce sche´ma est bien de´fini le long d’une grille
de discre´tisation en temps {(ti := ih)i∈[[0,N ]]}.
Deux obstacles subsistent toutefois pour sa mise en oeuvre :
(a) Le sche´ma ne peut eˆtre de´fini en pratique sur tout l’espace.
(b) Les espe´rances doivent eˆtre estime´es nume´riquement.
Grilles spatiales et prolongement. Pour le premier point nous nous sommes restreints a` une grille spatiale ce
qui nous rapproche des algorithmes de´terministes. Dans le cas de´couple´, des simulations autonomes permettent
d’avoir une ide´e a priori de la “ge´ome´trie” associe´e a` la composante progressive, i.e. zones plus visite´es que
d’autres. Le cas couple´ n’autorise pas une telle proce´dure et sans autre connaissance a priori nous avons retenu
des grilles Carte´siennes tronque´es. C’est e´galement le choix de Milstein et Tretyakov.
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La restriction a` une grille spatiale ame`ne a` pre´ciser le sens des relations (4.10),(4.11) pour t = ti, i ∈
[[0, N − 1]]. En effet, si l’on se restreint en ti+1 a` l’estimation de u, v sur une grille spatiale Ci+1, la transition
x+T (ti, x), x ∈ Ci n’appartiendra pas a` Ci+1. Il est alors ne´cessaire de comprendre u˜(ti+1, .) dans (4.10), (4.11)
comme un prolongement a` tout l’espace de la fonction de´finie aux points d’une grille spatiale. Dans [2] nous
avons conside´re´ un prolongement au plus proche voisin, i.e. ∀(x, i) ∈ Rd× [[0, N ]], u˜(ti, x) = u˜(ti,ΠCi(x)) ou` ΠCi
de´signe la projection sur la grille Carte´sienne Ci (avec une convention pour le centre des mailles).
Dans [5] nous avons en revanche utilise´ une interpolation multiline´aire qui peut par ailleurs s’interpre´ter de
fac¸on naturelle en termes probabilistes. Cette approche a permis de tirer parti de la re´gularite´ a priori de u
sous les hypothe`ses du The´ore`me 4.1.1 et d’ame´liorer la vitesse de convergence de notre approximation.
Quantification. Pour le point (b), nous avons choisi d’utiliser une me´thode de quantification plutoˆt que
l’approximation usuelle de Monte Carlo. L’ide´e de la quantification de variables ale´atoires est d’approcher une
variable donne´e par une loi discre`te a` support fini. Cette proce´dure permet de ramener le calcul d’espe´rances a`
celui d’une somme finie. Nous renvoyons a` l’ouvrage de Graf et Luschgy [GL00] pour une re´fe´rence the´orique a`
cette technique.
Des e´quations ci-dessus nous devons quantifier l’accroissement Brownien soit a` un changement d’e´chelle
pre`s la loi normale. Une premie`re approximation consisterait a` l’approcher par un produit de lois de Bernoulli
syme´triques correctement normalise´es, c’est le choix effectue´ par Milstein et Tretyakov [MT04]. Nous avons
choisi d’utiliser une quantification “optimale” de la loi gaussienne. Si nous notons G la loi gaussienne standard
de Rd et Gˆ une quantifie´e optimale GˆM a` M points (non ne´cessairement unique) ve´rifie (pour M suffisamment
grand) l’ine´galite´ de “distortion” :
∃C := C(G, d), ‖G− GˆM‖L2 ≤ CM−1/d. (4.12)
Les quantifieurs optimaux ve´rifient e´galement la proprie´te´ projective (ou de stationnarite´) E[G|GˆM ] = GˆM dont
on de´duit que E[GˆM ] = 0 et que pour une fonction f de classe C
2 a` de´rive´es borne´es,
E[f(G)− f(GˆM )] = E[〈∇f(GˆM ),E[G − GˆM |GˆM ]︸ ︷︷ ︸
=0
〉]
+
∫ 1
0 dλ(1 − λ)E[〈D2f(GˆM + λ(G− GˆM ))(G − GˆM ), G− GˆM 〉]
:= RM , |RM | ≤ |D
2f |∞
2 E[|G− GˆM |2] ≤ CM−2/d,
(4.13)
en exploitant la proprie´te´ projective pour la premie`re e´galite´ et (4.12) pour la dernie`re ine´galite´.
Ainsi, contrairement a` la me´thode de Monte Carlo, la quantification permet d’exploiter la re´gularite´ des
fonctions dont on veut estimer l’espe´rance. Le comportement de cette me´thode se rapproche des techniques de
quadrature ce qui se retrouve sur la vitesse de convergence associe´e qui de´pend fortement de la dimension d
de l’espace. Intuitivement, pour M points, la vitesse de M−1/d provient d’une re´partition du meˆme ordre dans
chaque direction. Nous avons tire´ tout l’avantage de cette approche dans [5].
4.3.2 Algorithmes
Les deux algorithmes propose´s dans [2] et [5] de´rivent de (4.10), (4.11) avec les proce´dures d’extension
pre´ce´dentes dues aux restrictions a` des grilles spatiales. Dans [2], on remplace simplement l’accroissement
Brownien par la quantifie´e optimale gaussienne renormalise´e en conside´rant la projection au plus proche voisin.
Il vient
u¯(T, x) = g(x), x ∈ CN ,
T (ti, x) := b(ti, x, u¯(ti+1, x), v¯(ti+1, x))h + σ(ti, x, u¯(ti+1, x))h1/2GˆM ,
v¯(ti, x) = h
−1
E[u¯(ti+1, x+ T (ti, x))h1/2GˆM ],
u¯(ti, x) = E[u¯(ti, x+ T (ti, x))] + hf(ti, x, u¯(ti+1, x), v¯(ti, x)), x ∈ Ci, (4.14)
pour tout i ∈ [[0, N − 1]].
Dans [5], pour l’analyse de l’erreur, il est ne´cessaire que la matrice de covariance de la variable ale´atoire qui
approche la loi normale soit l’identite´. Or ce n’est pas force´ment le cas pour une quantification GˆM optimale de
G. PourM assez grand, ΓM := E[GˆM Gˆ
∗
M ] est inversible et la technique naturelle consiste a` pre´fixer l’incre´ment
h1/2GˆM par γ
∗
M ou` γM est la matrice triangulaire infe´rieure de la factorisation de Cholesky de Γ
−1
M = γMγ
∗
M .
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On a ainsi l’algorithme
u¯(T, x) = g(x), x ∈ CN , (4.15)
T (ti, x) := hb(ti, x, u¯(ti+1, x), v¯(ti+1, x))h+ σ(ti, x, u¯(ti+1, x))γ∗Mh1/2GˆM ,
v¯(ti, x) = h
−1
E[u¯(ti+1, x+ T (ti, x))h1/2γ∗M GˆM ],
u¯(ti, x) = E[u¯(ti, x+ T (ti, x))] + hf(ti, x, u¯(ti+1, x), v¯(ti, x)), x ∈ Ci, i ∈ [[0, N − 1]],
en conside´rant l’interpolation multiline´aire comme proce´dure de prolongement a` tout l’espace.
Indiquons que plus que l’aspect optimal c’est l’aspect stationnaire qui est crucial pour l’analyse de conver-
gence dans [5]. Or, il est possible de construire de telles grilles a` partir de lois de Bernoulli. Ce point de vue est
celui adopte´ par Milstein et Tretyakov dans le livre [MT04] et les articles [MT06b, MT07]. Nous verrons par
ailleurs au paragraphe suivant que lorsque l’on exploite la stationnarite´, pour une solution re´gulie`re de (4.4)
l’erreur de quantification est ne´gligeable devant les autres composantes de l’erreur.
4.3.3 The´ore`mes de convergence
Nous pre´sentons les re´sultats de convergence lorsque le coefficient b dans les algorithmes pre´ce´dents n’ont pas
de de´pendance en gradient. Des solutions alternatives pour traiter ce cas ont e´te´ propose´es dans [2] et [5]. Dans
les deux cas elles font intervenir une transition interme´diaire additionnelle par rapport a` T et induisent une
de´pendance de´raisonnable entre M et h pour pouvoir analyser la convergence de cette me´thode. Par ailleurs,
cette contrainte n’est nullement justifie´e par les observations nume´riques effectue´es dans ces cas la`. Nous ren-
voyons aux sections 7 de [2] et 7 de [5] pour une description de´taille´e.
Algorithme avec projection “au plus proche voisin”.
The´ore`me 4.3.1 (Delarue et Menozzi [2]) Supposons les coefficients b, σ, f dans (4.4) homoge`nes et uni-
forme´ment Lipschitziens en x, y, z, uniforme´ment borne´s en espace et a` croissance au plus line´aire en (y, z), b
inde´pendant de z, σ uniforme´ment elliptique et la fonction terminale g ∈ C2+α, α ∈ (0, 1] borne´e et a` de´rive´es
borne´es, sur le mode`le de l’e´nonce´ du The´ore`me 4.1.1. Si l’on prend des grilles spatiales Carte´siennes de pas
d’espace δ > 0 avec (Ci)i∈[[1,N ]] de rayon R+ ρ, R, ρ > 0 et C0 de rayon R on a le controˆle suivant pour l’erreur
associe´e a` l’algorithme (4.14) :
sup
x∈C0
|u(0, x)− u¯(0, x)| ≤ C (E(temps) + E(espace) + E(quantification) + E(troncature)) ,
ou` C de´pend des hypothe`ses sur les coefficients et est uniforme par rapport aux parame`tres de discre´tisation. Les
ordres des erreurs sont : E(temps) = h1/2, E(espace) = h−1δ, E(quantification) = h−1/2M−1/d et E(troncature) =
ρ/(ρ+R).
Ces ordres s’expliquent de la fac¸on suivante :
- E(temps). L’ordre 1/2 provient de la re´gularite´ en temps de l’accroissement Brownien et de la proprie´te´ de
1/2-Ho¨lder continuite´ en temps de ∇xu sous les hypothe`ses du the´ore`me.
- E(espace). Pour une fonction re´gulie`re l’erreur associe´e a` la projection au plus proche voisin sur une grille
spatiale Carte´sienne de pas δ est d’ordre δ. Comme ce type d’erreur apparaˆıt a` chaque ite´ration en temps on
obtient bien h−1δ.
- E(quantification). L’erreur de quantification de l’accroissement Brownien est en norme L1 d’ordre h1/2M−1/2
d’apre`s (4.12). La vitesse indique´e correspond de nouveau a` la sommation de N = T/h erreurs le long de la
grille en temps.
- E(troncature). Ce terme est obtenu par des controˆles de type Tchebychev. Nous n’avons pour l’instant pas su
tirer profit de l’e´chelle caracte´ristique de temps en t1/2 de la diffusion pour mieux calibrer nos grilles spatiales.
Pre´cisons que le re´sultat est pre´sente´ pour des coefficients homoge`nes en temps par souci de cohe´rence avec
les e´nonce´s de [2]. Ce choix avait e´te´ motive´ par le souci d’alle´ger les notations. Le re´sultat ci-dessus reste-
rait vrai sans difficulte´s techniques additionnelles pour des coefficients uniforme´ment 1/2-Ho¨lder en temps, cf.
The´ore`me 4.1.1.
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Algorithme interpole´.
The´ore`me 4.3.2 (Delarue et Menozzi [5]) Supposons les coefficients b, σ, f dans (4.4) homoge`nes et uni-
forme´ment α-Ho¨lderiens, α ∈ (0, 1], en x, uniforme´ment Lipschitziens en y, z, uniforme´ment borne´s en espace
et a` croissance au plus line´aire en (y, z), b inde´pendant de z, σ uniforme´ment elliptique et la fonction terminale
g ∈ C2+α, borne´e et a` de´rive´es borne´es. Si l’on prend des grilles spatiales Carte´siennes infinies de pas d’espace
δ > 0 on a le controˆle suivant pour l’erreur associe´e a` l’algorithme (4.15) :
sup
x∈C0
|u(0, x)− u¯(0, x)| ≤ C (E(temps) + E(espace) + E(quantification)) ,
ou` C de´pend des hypothe`ses sur les coefficients et est uniforme par rapport aux parame`tres de discre´tisation.
Les ordres des erreurs sont : E(temps) = hα/2, E(espace) = h−1δ2, E(quantification) = hα/2M−2/d.
Le propos du travail [5] e´tait d’estimer le gain de´coulant de l’interpolation et de l’utilisation intensive de la
stationnarite´ du quantifieur. Nous n’avons donc pas pris en compte les erreurs associe´es a` la troncation des
grilles Carte´siennes qui pourraient eˆtre analyse´es de fac¸on similaire au travail pre´ce´dent. Sous les hypothe`ses
du the´ore`me nous avons toujours que u est une solution classique de (4.4) 1, cf. The´ore`me 7.1. du Chapitre 7 de
[LSU68] et [MPY94], a` une proce´dure de re´gularisation pre`s des coefficients. L’EDSR fortement couple´e associe´e
est alors a` comprendre au sens faible, cf. Delarue et Guatteri [DG06].
Les ordres pre´ce´dents se justifient comme suit :
- E(temps). L’ordre α/2 provient de la composition de la re´gularite´α-Ho¨lder des coefficients en x avec la re´gularite´
en temps de l’accroissement Brownien.
- E(espace). Pour une fonction re´gulie`re l’erreur associe´e l’interpolation line´aire sur une grille spatiale Carte´sienne
de pas δ est d’ordre δ2. L’ite´ration le long de la grille en temps conduit a` l’ordre indique´.
- E(quantification). L’espe´rance d’une fonction “re´gulie`re” de la quantification Gaussienne optimale renormalise´e
par h1/2 est d’apre`s (4.13) d’ordre hM−2/d. La fonction re´gulie`re n’est autre dans l’analyse de convergence que
la solution u de (4.4). Ainsi l’ite´ration de la proce´dure devrait conduire a` un controˆle de M−2/d. Nous obtenons
une vitesse de hα/2M−2/d en utilisant la α-Ho¨lder continuite´ des de´rive´es secondes en espace.
Comme nous l’avons indique´ en Section 4.1.2, la de´marche pour l’analyse de l’erreur est similaire a` celle
utilise´e dans [MPY94] pour e´tablir l’unicite´ de la solution a` l’EDSR fortement couple´e. Cela nous permet
d’e´tendre les re´sultats de Milstein et Tretyakov qui supposent que la solution u de (4.4) est quatre fois de´rivable
et utilisent un produit tensoriel de lois de Bernoulli syme´triques pour approcher l’incre´ment gaussien. Par
ailleurs si l’on prend formellement α = 2,M = 2d, δ = h dans le the´ore`me pre´ce´dent on retrouve bien l’ordre h
obtenu dans [MT04, MT06b, MT07].
Nous conclurons cette section en insistant sur le faible impact de la quantification sur l’erreur globale, ce
dont atteste la borne sur E(quantification).
4.3.4 Re´sultats nume´riques
Plusieurs exemples ont e´te´ de´veloppe´s dans [2] et [5] : e´quations de Burgers et KPZ de´terministe (voir
ci-apre`s) et des milieux poreux. Par souci de concision nous ne pre´sentons que deux exemples issus de [5] dans
le cadre multidimensionnel.
Equation de Burgers multi-dimensionnelle. Les e´quations de Burgers sont une forme simplifie´e des e´quations
de Navier-Stokes. Les parties convectives et dissipatives sont les meˆmes mais elles ne font intervenir ni le gradient
de pression, ni la contrainte d’incompressibilite´. Les e´quations s’e´crivent :
∂tu− (u.∇)u+ ε
2
2
∆u = 0, (t, x) ∈ [0, T )× Rd, ε > 0,
u(T, x) = g(x), x ∈ Rd,
(4.16)
ou` ∀i ∈ [[1, d]], ((u.∇)u)i = ∇ui × u. Bien que le The´ore`me 4.3.2 soit e´tabli pour des fonctions a` valeurs re´elles,
l’analyse pre´ce´dente s’e´tendrait sans difficulte´s a` des syste`mes d’e´quations.
En dimension un il est bien connu que l’e´quation de Burgers “visqueuse” posse`de une solution explicite
donne´e par une factorisation de type Cole-Hopf, voir e.g. Whitham [Whi73]. Cette approche s’e´tend au cas
1. i.e. borne´e et a` de´rive´es spatiales d’ordre un et deux borne´es.
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multi-dimensionnel lorsque la condition terminale de´rive d’un potentiel, i.e. g = ∇g0 ou` g0 est une fonction a`
valeurs re´elles. On a dans ce cas : ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Rd,
u(t, x) =
E[∇g0(x + εWT−t) exp(−ε−2g0(x + εWT−t))]
E[exp(−ε−2g0(x+ εWT−t))] .
Nous avons pour les re´sultats ci-apre`s conside´re´ l’interpre´tation “couple´e” de l’e´quation (4.16), i.e. la non line´arite´
apparaˆıt en injectant l’approximation de la solution dans la de´rive de l’e´quation progressive. Ce choix semble
plus robuste nume´riquement et dans le cas particulier de (4.16) permet meˆme d’e´viter l’e´tape d’estimation du
gradient.
Nous conside´rons le cas d = 2 pour la fonction H0(x) =
∏
i=1,2 sin
2(pixi) qui est syme´trique et pe´riodique
permettant ainsi d’e´viter les proble`mes de troncation. Une des difficulte´s est de construire une grille spatiale
qui permette de “voir” les transitions de la diffusion approche´e qui sont de l’ordre de εh1/2. Ceci impose que δ
soit plus petit que εh1/2. Nous prenons le jeu suivant de parame`tres : T = 3/8, h = 2.5× 10−2, δ = .01, ε2 = .4.
Comme la solution est syme´trique nous ne pre´sentons que les re´sultats associe´s a` la premie`re composante u1 de
u = (u1, u2)
∗.
Nous pre´sentons les profils de la solution, ainsi que la diffe´rence entre la valeur de re´fe´rence, obtenue a` partir
de la repre´sentation explicite pour 600 points de quantification, et l’approximation de l’algorithme (4.15). Un
autre graphique repre´sente ensuite les re´sultats obtenus sans facteur de normalisation γ∗M pour la quantification
de l’accroissement Brownien et illustre l’importance de cette proce´dure. Nous e´tudions enfin l’influence du
nombre de points M utilise´s pour la quantification en prenant successivementM = 4 et M = 150. Les re´sultats
corroborent la conclusion de la section pre´ce´dente, a` savoir que le nombre de points de quantification n’a qu’un
faible impact.
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Equation de KPZ de´terministe.
L’e´quation KPZ 2peut se voir comme la primitive de l’e´quation de Burgers. Elle s’e´crit :
∂tu+
1
2
|∇u|2 + 1
2
∆u = 0, (t, x) ∈ [0, T )× Rd,
u(T, x) = g(x), x ∈ Rd. (4.17)
Cette e´quation posse`de e´galement une repre´sentation explicite obtenue par factorisation Cole-Hopf : u(t, x) =
log(E[exp(g(x+WT−t))]). C’est une e´quation quadratique en gradient pour laquelle les approches propose´es ci-
avant ne sont pas tout a` fait satisfaisantes quant a` l’analyse de l’erreur. En revanche, dans l’exemple suivant, le
comportement nume´rique des algorithmes “couple´s”, ou` l’on voit le gradient comme la de´rive dans la composante
progressive, et de´couple´s, ou` le carre´ du gradient apparaˆıt au ge´ne´rateur, est tre`s diffe´rent.
Soit d = 2, g(x) = 10 cos(5|x|2), T = .1, h = .02, δ = .02,M = 4. On tronque la grille pour |x| ≥ 1. La valeur
de re´fe´rence est obtenue par 200 points de quantification. Il vient :
2. Cette e´quation apparaˆıt en me´canique statistique ou` elle est de plus force´e par un bruit blanc, cf. [KPZ86]. Elle intervient
dans des mode`les de croissance ou d’interface.
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Dans la pratique l’inte´gration nume´rique de grands gradients provoque des overflow, et incite dans ce cas de
figure a` pre´fe´rer l’interpre´tation couple´e plus “robuste”. Indiquons qu’un exemple tridimensionnel pour (4.17)
est pre´sente´ dans [5]. Pour la grille Carte´sienne de pas δ, le nombre de noeuds pour lesquels il faut mettre a` jour
la solution et son gradient est de l’ordre de δ−d donnant une complexite´ globale de h−1Mδ−d ce qui interdit
dans la pratique les grandes dimensions.
4.3.5 Extensions et perspectives
1. L’analyse pre´ce´dente se base sur les proprie´te´s de re´gularite´ des solutions d’EDP quasi-line´aires a` coefficients
re´guliers et terme de diffusion elliptique. Ce contexte permet de mener a` bien une analyse de stabilite´ “usuelle”.
Un enjeu serait de proposer une extension de la me´thode pre´ce´dente pour l’approximation de solutions faibles
ou variationnelles de l’e´quation (4.4). Un point de de´part pourrait eˆtre le travail de Barles et Lesigne [BL97] qui
e´tablit dans le cadre de proble`mes semi-line´aires sous forme divergence une e´quivalence entre formulation varia-
tionnelle usuelle et formulation variationnelle associant l’EDSR et des fonctions tests ale´atoires, cf. e´galement
Bally et Matoussi pour un cadre infini-dimensionnel [BM01].
2. Le proble`me stationnaire pour les EDP quasi-line´aires non de´ge´ne´re´es est bien compris, cf. Ladyzenskaya et
Uralts’eva [LU68] ou Gilbarg et Trudinger [GT77]. En revanche l’approximation nume´rique reste ouverte. En
effet comment proce´der autrement que par la re´solution approche´e d’une succession de proble`mes “de´couple´s”
avec temps d’atteinte ? Dans ce cas la`, que dire du nombre d’ite´rations ne´cessaire pour obtenir une convergence?
Un autre proble`me lie´ a` ce contexte consiste d’un point de vue the´orique a` s’interroger sur l’extension des
re´sultats d’existence et d’unicite´ a` l’EDSR fortement couple´e avec temps d’arreˆt sous les hypothe`ses naturelles
de Lipschitz continuite´ et non de´ge´ne´rescence des coefficients. La` aussi l’approche ite´rative par succession de
proble`mes de´couple´s semble la plus naturelle.
3. Nous avons aborde´ dans la partie nume´rique le cas de l’e´quation de Burgers. Belopolskaya et Milstein [BM03]
ont propose´ pour les e´quations de Navier-Stokes dans le cas pe´riodique tridimensionnel en temps court un
algorithme d’approximation base´ sur une ite´ration re´trograde. L’ide´e est d’exploiter la pe´riodicite´ pour faire
un de´veloppement en se´rie de Fourier de la solution approche´e et d’utiliser la de´composition d’Helmoltz pour
conserver pour le sche´ma la contrainte d’incompressibilite´. Le gradient de pression est mis a` jour en estimant
l’e´quation ∆p =
∑
(i,j)∈[[1,d]]2 ∂xiu
j∂xju
i qui relie le Laplacien de la pression aux gradients de la solution suppose´s
re´guliers, i.e. au moins continus. La difficulte´ de cette approche est de passer des controˆles L2 naturels a` ce
contexte aux controˆles ponctuels ne´cessaires pour avoir la convergence.
Dans l’optique de mieux appre´hender ce proble`me, il serait inte´ressant d’envisager une repre´sentation de
la solution en terme d’EDSR. Une ide´e serait de proce´der par pe´nalisation pour avoir l’incompressibilite´. La
gestion du gradient de pression est plus de´licate dans la mesure ou` ce terme est formellement lie´ a` des de´rive´es
secondes que l’on retrouveraient en terme source. Notons que les formulations vortex semblent mal adapte´es
aux interpre´tations re´trogrades. La structure de convolution rend naturelles l’approche de Mc Kean et Vlasov
et les me´thodes nume´riques particulaires associe´es, cf. Me´le´ard [Me´l01].
Nous discutons avec Bruno Bouchard de Dauphine a` propos de proble`mes d’existence et d’unicite´ pour des
EDSR avec contraintes sur le Z.
4. Le cas quadratique est mal compris du point de vue nume´rique alors qu’il est assez naturel et bien compris tant
du point de vue des EDSR [Kob00] que des EDP [LSU68]. Pour l’approximation ce sont bien suˆr les controˆles
sur le gradient qui sont a` raffiner.
4.4 Semi-discre´tisation d’EDSR dans un domaine
Nous pre´sentons dans cette Section le travail [6], en commun avec B. Bouchard de l’Universite´ Paris Dau-
phine, relatif a` l’approximation forte d’EDSR dans un domaine. Il s’agit la` de l’analyse d’un sche´ma de semi-
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discre´tisation dont la spe´cificite´ est de prendre en compte des domaines non-re´guliers et des coefficients de
diffusion de´ge´ne´re´s dans un contexte parabolique, i.e. un instant d’observation final T > 0 est fixe´.
4.4.1 Cadre de travail
Nous conside´rons l’EDS faiblement couple´e
Xt = x+
∫ t
0
b(Xs)ds+
∫ t
0
σ(Xs)dWs,
Yt = g(τ,Xτ ) +
∫ T
t
Is<τf(Xs, Ys, Zs)ds−
∫ T
t
ZsdWs, (4.18)
ou` les coefficients b, σ, f, g de (4.18) sont uniforme´ment Lipschitziens en espace et τ est le temps de sortie de
(t,Xt) d’un domaine cylindrique D = [0, T )×D ou` D ⊂ Rd est un domaine re´gulier par morceaux.
Sous de bonnes hypothe`ses on peut montrer que u(t, x) := Y t,xt est l’unique solution de viscosite´ de{
(∂t + L)u(t, x) + f(t, x, u(t, x), (σ∇u)(t, x)) = 0, (t, x) ∈ [0, T )×D,
u(t, x) = g(t, x), (t, x) ∈ [0, T )× ∂D ∪ {T } × D¯,
ou` L de´signe le ge´ne´rateur infinite´simal de X , cf. Darling et Pardoux [DP97] pour le cas elliptique qui peut
s’adapter a` (4.18).
Conside´rons maintenant le sche´ma de semi-discre´tisation suivant le long de la grille en temps (ti := ih)i∈[[1,N ]]
ou` Nh = T :
Y hT = g(τ
h, Xhτh),
Y hti = E[Y
h
ti+1 |Fti ] + Iti<τhhf(Xhti , Y hti , Zhti), Zhti = h−1E[Y hti+1 (Wti+1 −Wti)|Fti ], i ∈ [[0, N − 1]],(4.19)
ou` Xh est le sche´ma d’Euler de l’e´quation progressive de (4.18), τh := inf{ti := ih : (ti, Xhti) 6∈ D} et g de´signe
une extension de la condition de bord a` tout l’espace. Remarquons que Y hti Iti≥τh = g(τ
h, Xhτh) et par conse´quent
ZhtiIti≥τh = 0.
Le propos est de fournir en fonction du pas de discre´tisation un controˆle sur l’erreur :
Err(h, T )2 := max
i≤N
E[ sup
t∈[ti,ti+1]
|Yt − Y hti |2] + E[
∫ T
0
|Zt − Zhφ(t)|2dt],
ou` φ(t) := sup{ti := ih : ti ≤ t}.
4.4.2 Re´sultats
Supposons que la condition terminale g ve´rifie :
(Hg) g ∈ C1,2([0, T ]× Rd) et il existe C0 > 0 telle que |∂tg|∞ + |∇g|∞ + |D2g|∞ ≤ C0.
Nous avons alors le re´sultat suivant :
Proposition 4.4.1 Il existe C de´pendant uniquement des coefficients de (4.18), de la borne dans (Hg) et de
T telle que
Err(h, T )2 ≤ C
(
h+R(Y )h +R(Z)h + E
[
ξ|τ − τh|+ Iτh<τ
∫ τ
τh
|Zs|2
])
,
ou` ξ est une variable ale´atoire positive telle que E[ξp] ≤ Cp, p ≥ 2, et R(Y )h := maxi≤N E[supt∈[ti,ti+1] |Yt −
Yti |2], R(Z)h := E[
∫ T
0
|Zt − Zˆφ(t)|2dt], Zˆti := h−1E[
∫ ti+1
ti
Zsds|Fti ], i ∈ [[0, N − 1]].
Les termes R(Y )h et R(Z)h sont usuels dans l’analyse des sche´mas de semi-discre´tisation d’EDSR et appa-
raissent de´ja` dans [Zha04]. A l’aune du lien entre EDSR et EDP, il apparaˆıt ne´anmoins clairement qu’obtenir
un controˆle a` l’ordre h pour R(Y )h,R(Z)h ne´cessite d’avoir des proprie´te´s de Lipschitz continuite´ en espace de
la solution de viscosite´ de l’EDP (4.19). Pour obtenir ces estime´es et controˆler l’e´cart entre les temps d’arreˆts il
est ne´cessaire de rajouter quelques hypothe`ses de “structure” sur le domaine, cf. Chapitre 2.
Introduisons :
43
(D) Le domaine D := ∩ml=1Dl, m ∈ N∗ et les (Dl)l∈[[1,m]] sont de classe C2 a` frontie`re compacte. Nous suppo-
serons e´galement que D ve´rifie une condition de sphe`re exte´rieure uniforme et de coˆne inte´rieur uniforme (cf.
Section 2.2 de [6] pour une de´finition pre´cise de ces deux dernie`res conditions).
De´signons par C := ⋂ml 6=k=1 ∂Dl ∩ ∂Dk l’ensemble des coins et par B(C, η) un voisinage de rayon η > 0 de
cet ensemble. Nous supposerons e´galement :
(C) Le coefficient de diffusion a ve´rifie une condition de frontie`re non caracte´ristique uniforme hors d’un voisinage
B(C, η), η > 0 des coins, i.e ∃C > 0, ∀x ∈ ∂D\B(C, η), 〈a(x)n(x), n(x)〉 ≥ C ou` n de´signe la normale rentrante
au domaine qui est bien de´finie hors d’un voisinage des coins, cf. Chapitre 2. Le coefficient a est uniforme´ment
elliptique dans un voisinage des coins, i.e. ∃C > 0, ∀x ∈ D¯ ∩B(C, η), ∀ξ ∈ Sd−1, 〈a(x), ξ, ξ〉 ≥ C.
Ces conditions permettent d’utiliser des arguments d’EDP de type fonctions barrie`res pour controˆler le
module de continuite´ au bord du domaine. A l’inte´rieur du domaine, ou` le coefficient de diffusion peut de´ge´ne´rer,
ce meˆme controˆle est obtenu par des techniques probabilistes plus standards de flots stochastiques. Nous obtenons
ainsi le re´sultat suivant :
The´ore`me 4.4.1 Si les coefficients b, σ, f, g sont uniforme´ment Lipschitziens de constante K et que les hy-
pothe`ses (Hg), (D), (C) sont ve´rifie´es
∃C := C(K,T, (Hg), (D), (C)), R(Y )h +R(Z)h ≤ Ch,
et l’unique solution de viscosite´ u de (4.19) dans la classe des solutions continues a` croissance polynomiale est
uniforme´ment 1/2 Ho¨lder continue en temps et Lipschitz en espace, i.e. pour le meˆme C :
|u(t, x)− u(t′, x′)| ≤ C(|t− t′|1/2 + |x− x′|), ∀(t, x), (t′, x′) ∈ D.
Nous avons par ailleurs le controˆle suivant pour le temps d’arreˆts.
The´ore`me 4.4.2 Sous les hypothe`ses du The´ore`me 4.4.1, pour tout ε ∈ (0, 12 ), ∃C := C(ε,K, T, (Hg), (D), (C)),
E[|τ − τh|] ≤ Ch1/2−ε.
Cette estime´e s’obtient par des techniques de martingales et des arguments de changement de temps assez
similaires a` ceux introduits au Chapitre 2. Par ailleurs, a` ε pre`s ce controˆle est optimal, cf. The´ore`me 2.2.2.
C’est ainsi l’approximation du temps d’arreˆt qui domine dans l’erreur et l’on de´duit de la Proposition 4.4.1
et des The´ore`mes 4.4.1, 4.4.2 la borne finale :
∀ε ∈ (0, 1
2
), ∃C := C(ε,K, T, (Hg), (D), (C)), Err(h, T )2 ≤ Ch1/2−ε.
4.4.3 Extensions et perspectives
Nous avons retenu pour la clarte´ de la pre´sentation dans [6] un domaine cylindrique. Le re´sultat pre´ce´dent
s’e´tendrait sans difficulte´s supple´mentaires a` domaine temps-espace ve´rifiant des hypothe`ses similaires a` (C),(D).
De meˆme, pour un coefficient de diffusion non de´ge´ne´re´ il semble naturel de retrouver les meˆme estime´es pour
le proble`me elliptique, dans la mesure ou` les moments des temps de sorties sont bien controˆle´s pour le sche´ma
d’Euler, voir Gobet et Maire [GM05] ou [7]. En revanche les situations elliptiques de´ge´ne´re´es restent a` ana-
lyser, en particulier le transfert des proprie´te´s des temps d’atteinte associe´s a` l’objet continu au sche´ma de
discre´tisation.
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Chapitre 5
Estimation de densite´ : cas de´ge´ne´re´s
et applications
Nous pre´sentons ici les re´sultats des articles [10], e´crit en collaboration avec Franc¸ois Delarue de l’Universite´
de Nice, et [11], en collaboration avec Vincent Lemaire de l’Universite´ Paris 6.
Nous commenc¸ons par une synthe`se des principales techniques intervenant dans l’estimation quantitative de
densite´s de processus stochastiques. On soulignera en particulier les hypothe`ses de nature diffe´rente en fonction
des outils utilise´s : hypoellipticite´ et re´gularite´ des coefficients pour le calcul de Malliavin, et du coˆte´ analytique,
uniforme ellipticite´ et mesurabilite´ pour des ope´rateurs sous forme divergence et uniforme ellipticite´ et Ho¨lder
continuite´ pour des ope´rateurs sous forme non divergence, voir aussi le Chapitre 3. Dans ce dernier cas, la notion
de proble`me de martingale de Stroock et Varadhan permet d’unifier l’approche probabiliste et analytique.
Nous de´taillons ensuite l’article [10] ou` nous conside´rons une EDS ve´rifiant une hypothe`se d’Ho¨rmander
faible, i.e. c’est le coefficient de de´rive qui propage le bruit dans le syste`me. Sous de bonnes hypothe`ses, proches
de celles naturelles du point de vue analytique, nous retrouvons des estime´es Gaussiennes de type Aronson en
re´gime non diffusif. Pour obtenir la minoration, une premie`re approche consiste a` utiliser la transforme´e de
Fleming qui permet d’exprimer le logarithme de la densite´ de la diffusion comme solution d’un proble`me de
controˆle stochastique. Nous donnerons e´galement une seconde preuve plus ge´ome´trique. La majoration de´coule
quant a` elle de l’approche parametrix.
Les techniques de´veloppe´es dans [10] peuvent s’adapter a` des sche´mas de discre´tisation de certains processus
de´ge´ne´re´s ou non. Dans [11] nous avons obtenu des estime´es Gaussiennes pour les densite´s de certains sche´mas
d’Euler. L’utilisation de techniques de concentration de la mesure : ine´galite´s de Sobolev logarithmique, argu-
ment de Herbst, nous a permis d’en de´duire des intervalles de confiance non asymptotiques pour l’approximation
de Monte Carlo.
5.1 Estimation de densite´ : quelques techniques et re´sultats
5.1.1 Ope´rateurs non de´ge´ne´re´s sous forme divergence
Conside´rons un ope´rateur sous forme divergence
Lϕ(x) =
1
2
div(a(x)∇ϕ(x)) + 〈b(x),∇ϕ(x)〉, ϕ ∈ C∞0 (Rd),
ou` les coefficients a, b sont mesurables, b est borne´, a est uniforme´ment elliptique borne´, i.e ∃Λ ≥ 1, ∀ξ ∈
R
d, Λ−1|ξ|2 ≤ 〈a(x)ξ, ξ〉 ≤ Λ|ξ|2. Dans ce cadre, des techniques analytiques de´sormais classiques donnent que
pour tout T > 0, il existe des constantes C := C(T,Λ, |b|∞), c := c(Λ), (c, C) ∈ (0, 1]× [1,+∞) telles que si p
de´signe la solution fondamentale associe´e a` L,
C−1
td/2
exp
(
−c−1 |x− y|
2
t
)
≤ p(t, x, y) ≤ C
td/2
exp
(
−c |x− y|
2
t
)
, ∀(t, x, y) ∈ (0, T ]× Rd × Rd. (5.1)
Si par ailleurs b = 0 les estime´es sont uniformes en temps, i.e. les constantes (c, C) := (c, C)(Λ) et (5.1) est
valable pour tout t > 0. Nous appellerons pour la suite de ce chapitre ine´galite´s de Aronson 1 des ine´galite´s de
la forme (5.1), avec e´ventuellement une e´chelle diagonale non diffusive.
1. qui dans son travail fondateur [Aro67] a e´tabli les ine´galite´s (5.1)
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La borne supe´rieure s’obtient typiquement a` l’aide des ine´galite´s de Nash et d’ope´rations sur la forme de
Dirichlet associe´e a` L. La borne infe´rieure s’obtient via la repre´sentation spectrale du noyau de la chaleur tue´
de L et un argument de chaˆınage, voir Chapitre 7 de Bass [Bas97] ou Stroock [Str88].
Dans cette approche seule la non de´ge´ne´rescence de a compte. Pour b = 0, l’aspect auto-adjoint est e´galement
tre`s important dans les preuves et donne l’uniformite´ en temps.
5.1.2 Ope´rateurs sous forme non divergence
Soit maintenant
Ltϕ(x) =
1
2
tr(a(t, x)D2ϕ(x)) + 〈b(t, x),∇ϕ(x)〉, t ≥ 0, ϕ ∈ C∞0 (Rd).
Nous avons vu au Chapitre 3.1.2 que pour a uniforme´ment elliptique borne´, η-Ho¨lder continu en espace, η > 0 et
b mesurable borne´, on obtenait la borne supe´rieure de (5.1) a` l’aide de la repre´sentation en se´rie parametrix, voir
aussi Friedman [Fri64]. Cette repre´sentation fournit e´galement la borne infe´rieure de (5.1) pour |x − y|/t1/2 ≤
C0, t ≤ T0, ce qui avait e´te´ initialement remarque´ par Il’in et al. [IKO62]. L’extension a` |x−y|/t1/2 > C0, t ≤ T0
se fait par un argument de chaˆınage tout a` fait similaire a` celui effectue´ pour les ope´rateurs sous forme divergence.
Nous reviendrons sur la structure du chaˆınage que l’on peut en fait relier a` un proble`me de controˆle de´terministe
en Section 5.2. L’extension a` un temps arbitraire s’obtient par convolution ou par des arguments de changement
d’e´chelle (voir Section 2.3 de [10]).
Par cette approche la constante C de (5.1) de´pend du temps meˆme pour b = 0. Nous obtenons toutefois
les bornes Gaussiennes de fac¸on assez directe pour la densite´ de l’unique solution du proble`me de martingale
associe´ a` (a, b). Cette analyse s’e´tend sous les meˆmes hypothe`ses au sche´ma d’Euler, voir Section 5.3. Meˆme si
l’on ne peut plus ignorer toute re´gularite´ spatiale sur a, la condition est assez peu contraignante.
5.1.3 Ope´rateurs hypoelliptiques et calcul de Malliavin
Conside´rons l’ope´rateur L = 12
∑r
i=1 A
2
i + A0 sous forme de Ho¨rmander, ou` les (Ai)i∈[[1,r]] sont des champs
de vecteurs re´guliers sur Rd, et qui est le ge´ne´rateur de la diffusion Xt = x +
∫ t
0
A0(Xs)ds +
∫ t
0
Ai(Xs) ◦ dW is
ou` ◦dW de´signe l’inte´grale de Stratonovitch. Si la dimension de l’espace vectoriel engendre´ par
A1, · · · , Ar, [Ai, Aj ]0≤i,j≤r , [Ai, [Aj , Ak]]0≤i,j,k≤r, · · ·
au point initial x est Rd (ou` [, ] de´signe le crochet de Lie entre champs de vecteurs) 2, alors pour tout t > 0, Xt
admet une densite´ pt, cf. Norris [Nor86] ou Nualart [Nua98]. La question de l’estimation de cette densite´ est
dans le cadre hypoelliptique ge´ne´ral tre`s difficile. Il est en effet tre`s de´licat de mettre en e´vidence une e´chelle
globale intrinse`que au syste`me.
Plusieurs re´sultats ont ne´anmoins e´te´ obtenus l’aide du calcul de Malliavin. Cet outil (voir Malliavin [Mal97],
Stroock [Str83] et Nualart [Nua95]) permet de quantifier la sensibilite´ du syste`me par rapport au bruit et cette
sensibilite´ se lit sur sur les de´rive´es de Malliavin et la matrice de covariance associe´e. La non-de´ge´ne´rescence de
cette matrice donne l’existence de la densite´. L’utilisation de cette technique pour l’estimation de densite´ est
due a` Kusuoka et Stroock [KS84, KS85, KS87]. Dans le dernier travail, les auteurs e´tablissent des estime´es de
type Aronson sous des hypothe`ses d’Ho¨rmander fortes, i.e. le bruit ne se propage dans le syste`me qu’a` travers la
composante diffusive. La normalisation diagonale provient alors du volume des boules hypoelliptiques de rayon
t1/2 centre´es au point initial. C’est en effet une normalisation diffusive mais les boules ne sont plus euclidiennes
et le caracte`re “local” de leur volume apparaˆıt clairement. La de´croissance hors diagonale est donne´e par la
me´trique de Carnot-Carathe´odory, ou me´trique de controˆle, associe´e aux champs (Ai)i∈[[1,r]]. Ces re´sultats ne
sont valables que pour une de´rive nulle ou engendre´e par les champs de vecteurs de la partie diffusive.
Pour d’autres exemples d’application du calcul de Malliavin nous renvoyons a` Bally [Bal90], pour une
discussion sur les liens entre matrice de Malliavin et hypothe`ses de Ho¨rmander, a` Cattiaux [Cat90], pour les
proprie´te´s de re´solvantes de diffusions hypoelliptiques, a` Cattiaux et Mesnager [CM02] pour l’existence de
la densite´ dans le cadre non-homoge`ne. Pour des re´sultats plus spe´cifiques sur l’estimation de densite´ nous
renvoyons a` Ben Arous et Le´andre [BL91], qui ont mis en e´vidence plusieurs re´gimes pour le comportement en
temps petit de la densite´ de certaines diffusions hypoelliptiques en fonction de la forme de leur de´rive.
En re´sume´, dans un cadre de´ge´ne´re´ l’utilisation du calcul de Malliavin pour obtenir des estime´es de densite´s
demande de la re´gularite´ sur les coefficients. Cette re´gularite´ n’est pas toujours ne´cessaire. Dans la section
suivante nous arrivons a` obtenir pour une diffusion faiblement hypoelliptique des estime´es de densite´s sous
2. Dans l’article initial [Ho¨r67], Ho¨rmander supposait cette condition ve´rifie´e en tout point de l’espace.
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des hypothe`ses proches de celles naturelles pour les ope´rateurs non de´ge´ne´re´s sous forme non divergence. En
particulier peu de re´gularite´ des coefficients est ne´cessaire.
5.2 Estimations de densite´s pour un bruit propage´ dans une chaˆıne
d’Equations diffe´rentielles
Le mode`le que nous avons conside´re´ pour l’article [10] est le suivant :
dX1t = F1(t,X
1
t , . . . , X
n
t )dt+ σ(t,X
1
t , . . . , X
n
t )dWt,
dX2t = F2(t,X
1
t , . . . , X
n
t )dt,
dX3t = F3(t,X
2
t , . . . , X
n
t )dt,
· · ·
dXnt = Fn(t,X
n−1
t , X
n
t )dt,
t ≥ 0, (5.2)
ou` (Wt)t≥0 de´signe un mouvement Brownien d-dimensionnel et pour tout i ∈ [[1, n]], (X it)t≥0, est aussi a` valeurs
dans Rd.
Un exemple typique pour (5.2) est donne´ par un syste`me de n oscillateurs couple´s, chacun d’entre eux
bougeant verticalement et e´tant directement relie´ a` son plus proche voisin, lorsque le premier oscillateur est
excite´ par un bruit ale´atoire.
BRUIT ⇒
Pre´cisons que les Fi dans (5.2) ne peuvent pas de´pendre des positionsX
1
t , . . . , X
i−2
t : d’un point de vue physique
le bruit doit traverser les (i− 1) premiers oscillateurs avant d’atteindre le ie`me. Dans la dynamique diffe´rentielle
n’intervient que la composante qui transmet le bruit. Intuitivement cette condition permet la se´paration des
e´chelles. Supposons que le bruit soit en effet transmis par la composante X i−1 a` la composante X i, ce qui
sera assure´ par la condition de non de´ge´ne´rescence des Dxi−1Fi (hypothe`se de type Ho¨rmander faible). Alors,
l’e´chelle caracte´ristique de X i est ti−1/2 pour tout i ∈ [[1, n]].
Des syste`mes de ce type apparaissent dans diffe´rents champs d’applications. Pour n = 2, (5.2) de´crit la
dynamique de certains syste`mes hamiltoniens, voir Soize [Soi94] pour une synthe`se ou Talay [Tal02] et He´rau
et Nier [HN04] pour l’aspect convergence a` l’e´quilibre. Toujours pour n = 2, (5.2) correspond a` la dynamique
utilise´e en finance pour les options asiatiques, cf. [BPV01] pour des questions de re´gularite´ du prix associe´. Pour
n ≥ 2, cette e´quation apparaˆıt dans des mode`les de conduction de la chaleur, cf. Eckmann et al. [EPRB99] et
Rey-Bellet et Thomas [RBT00] ou` la chaˆıne d’oscillateurs est chauffe´e aux deux extre´mite´s par des bains de
chaleur. Mentionnons e´galement le travail re´cent de Bodineau et Lefevere [BL08]).
Pour le reste de la section notre jeu d’hypothe`ses (note´ (A)) est le suivant :
(a) Le spectre de la fonction matricielle (t,x) := (t, x1, · · · , xn) ∈ R+ × Rnd 7→ a(t,x) = [σσ∗](t,x) est inclus
dans [Λ−1,Λ]pour Λ ≥ 1.
(b) Les fonctions F1, . . . , Fn et σ sont respectivement uniforme´ment Lipschitz et η-Ho¨lder continues (η ∈ (0, 1])
par rapport aux variables d’e´tat, pour une constante positive κ.
(c) Pour tout i ∈ [[2, n]], (t, (xi, . . . , xn)) ∈ R+ × R(n−i+1)d, la fonction xi−1 ∈ Rd 7→ Fi(t, xi−1, . . . , xn) est
continuˆment diffe´rentiable, la de´rive´e note´e (t, xi−1, . . . , xn) ∈ R+ × R(n−i+2)d 7→ Dxi−1Fi(t, xi−1, . . . , xn), est
suppose´e η-Ho¨lder continue de constante κ en la premie`re variable spatiale xi−1.
(d) Il existe un ensemble convexe ferme´ Ei−1 ⊂ GLd(R) (ensemble des matrices inversible d × d) tel que pour
tout t ≥ 0 et (xi−1, . . . , xn) ∈ R(n−i+2)d, la matrice Dxi−1Fi(t, xi−1, . . . , xn) appartienne a` Ei−1. Par exemple,
Ei, 1 ≤ i ≤ n− 1, peut-eˆtre une boule ferme´e incluse dans l’ouvert GLd(R).
Le point (a) est une condition classique d’uniforme ellipticite´ de la matrice de diffusion. La condition (b) est
assez naturelle du point de vue des EDO/EDP. Elle garantit que l’EDO sous-jacente a` (5.2), i.e. lorsque l’on
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supprime le forc¸age stochastique, est bien pose´e. Par ailleurs on retrouve sur a l’hypothe`se usuelle de re´gularite´
pour les ope´rateurs sous forme non divergence. La condition (c) est utilise´e pour l’analyse de densite´ : on suppose
un peu plus de re´gularite´ sur Fi par rapport a` la composante xi−1 qui transmet le bruit.
Le point (d) traduit une condition de type Ho¨rmander faible qui permet la propagation du bruit dans le
syste`me. L’hypothe`se de convexite´ est technique. Nous renvoyons a` la Section 3 de [10] pour plus de de´tails.
En particulier, on retrouve comme au Chapitre 3 que les coefficients, suppose´s mesurables, peuvent eˆtre
irre´guliers en temps (F (t,0) borne´).
The´ore`me 5.2.1 Supposons (A) ve´rifie´e est que l’EDS (5.2) est uniquement soluble en loi. Alors, la solu-
tion (faible) de (5.2) admet pour tout t > 0 une densite´ p(t, ., .) qui ve´rifie des estime´es de type d’Aronson.
Pre´cise´ment, pour tout T > 0, ∃CT ≥ 1, CT := CT (Λ, η, κ, (Ei)i∈[[1,n−1]], n, d), telle que pour tout t ∈ (0, T ],
(x,y) ∈ Rnd × Rnd :
C−1T t
−n2d/2 exp
(−CT t∣∣T−1t (θt(x) − y)∣∣2) ≤ p(t,x,y) ≤ CT t−n2d/2 exp(−C−1T t∣∣T−1t (θt(x) − y)∣∣2).
Ci-dessus, Tt est la matrice d’“e´chelle” du syste`me. C’est une matrice diagonale de taille nd × nd qui se
de´compose en n blocs diagonaux de taille d× d ou` le ie`me bloc diagonal est donne´ par tiId, ou` Id est la matrice
identite´ d× d. De plus, θt(x) = (θ1t (x), θ2t (x), . . . , θnt (x)) de´signe la valeur dans Rnd au temps t de la solution
de l’EDO de´terministe associe´e a` (5.2) :
θ˙t
1
= F1(t, θ
1
t , . . . , θ
n
t ),
θ˙t
i
= Fi(t, θ
i−1
t , . . . , θ
n
t ), 2 ≤ i ≤ n, θ0(x) = (θ10(x), . . . , θ1n(x)) = x. (5.3)
Le transport de la condition initiale x par le flot de´terministe θ peut se voir comme une ge´ne´ralisation non line´aire
de l’exemple de Kolmogorov aborde´ en Section 3.2.1. La matrice d’e´chelle traduit le fait que X it , i ∈ [[1, n]] oscille
autour de θit(x) avec des fluctuations d’ordre t
i−1/2. Pour i = 1, l’action du flot (d’ordre t) est ne´gligeable devant
le bruit (d’ordre t1/2) en temps petit. A l’oppose´, pour i ≥ 2, les fluctuations de X it peuvent eˆtre beaucoup plus
petites que la distance entre θi(x) et xi : le terme de transport joue alors un roˆle cle´ dans l’estime´e de densite´
pour ces coordonne´es.
L’effet multi-e´chelle dans l’estimation ci-dessus provient de la structure des coefficients (Fi)i∈[[1,n]] et de la
condition de Ho¨rmander (d) qui nous donne que le bruit se propage suivant une seule direction dans le syste`me.
Nous avons suppose´ ci-avant que F1 e´tait Lipschitz, en autorisant de fait les croissances line´aires. Sous re´serve
d’unicite´ en loi le re´sultat pre´ce´dent resterait valable pour F1 mesurable borne´.
Pour la suite nous re´e´crirons la dynamique de (5.2) sous la forme condense´e
dXt = F(t,Xt) +Bσ(t,Xt)dWt,
ou` F = (F1, . . . , Fn) et B de´signe la matrice d’injection de R
d dans Rnd.
5.2.1 Transforme´e de Fleming
Pour prouver le The´ore`me pre´ce´dent nous allons exploiter la formulation de − log p(t,x,y) en terme de
proble`me de controˆle stochastique. Ce proce´de´, connu sous le nom de transforme´e de Fleming, a e´te´ utilise´ par
Sheu [She91] pour retrouver les estime´es d’Aronson pour des ope´rateurs sous forme non-divergence dans le cadre
du Paragraphe correspondant a` la Section 5.1. La repre´sentation Feynman-Kac associe´e a` cette transformation
ame`ne a` conside´rer un processus controˆle´ ou` le parame`tre de controˆle intervient comme de´rive additionnelle
sur la premie`re composante, non de´ge´ne´re´e, de l’e´quation initiale. Un choix pertinent de controˆle permettra
d’obtenir une minoration de la densite´.
Nous supposerons par la suite, pour justifier l’existence de la densite´ que les coefficients (Fi)i∈[[1,n]] et σ
sont re´guliers en espace et en temps de sorte que le the´ore`me de Ho¨rmander applique´ a` l’ope´rateur parabolique
∂t + Lt donne l’existence de la densite´. Tous les re´sultats que nous obtenons sont uniformes par rapport aux
parame`tres de re´gularisation. Le the´ore`me se de´duit ensuite par passage a` la limite, sous re´serve d’unicite´ en
loi, par des arguments de type Radon-Nikodym.
Fixons (T,y0) ∈ (0,+∞)× Rnd et posons pour ε > 0 et (t,x) ∈ [0, T − ε]×Rnd, uε(t,x) = E[ηε(Xt,xT−ε)] ou`
Xt,x de´signe la solution de (5.2) pour Xt = x et (ηε)ε>0 est une suite d’approximations re´gulie`res strictement
positives de δy0 . La fonction uε est solution du proble`me de Cauchy{
∂tuε(t,x) + Ltuε(t,x) = 0, (t, x) ∈ [0, T − ε)× Rnd,
uε(T − ε,x) = ηε(x), x ∈ Rnd.
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Par ailleurs limε→0 uε(0,x) = limε→0 E[ηε(X
0,x
T−ε)] = p(T,x,y0).
Introduisons maintenant pour (t,x) ∈ [0, T − ε]×Rnd, Jε(t,x) = − ln[uε(t,x)]. Cette fonction ve´rifie l’EDP
quadratique suivante{
∂tJε(t,x) + LtJε(t,x) − 12 〈a(t,x)Dx1Jε(t,x), Dx1Jε(t,x)〉 = 0, (t, x) ∈ [0, T − ε)× Rnd,
Jε(T − ε,x) = − ln(ηε(x)), x ∈ Rnd.
(5.4)
Le point cle´ consiste a` remarquer que la partie diffe´rentielle pre´ce´dente peut se re´e´crire
∂tJε(t,x) + LtJε(t,x) + inf
v∈Rd
[〈v,Dx1Jε(t,x)〉 + 12 〈a−1(t,x)v, v〉] = 0, (5.5)
ou` l’infimum est atteint en v = v(t,x) := −a(t,x)Dx1Jε(t,x) et redonne (5.4). Notons P(T − ε) l’ensemble des
processus progressivement mesurables (vt)t∈[0,T−ε] a` valeurs dans Rd tels que E[
∫ T−ε
0 |vt|2dt] < +∞. A tout
(vt)0≤t≤T−ε ∈ P(T − ε) on peut associer une version controˆle´e de (5.2), i.e.
dχt = [F(t,χt) +Bvt] dt+Bσ(t,χt)dWt, χ0 = x. (5.6)
En exploitant (5.5), nous pouvons e´crire Jε(0,x) comme la fonction valeur d’un proble`me de controˆle stochas-
tique :
Jε(0,x) = inf
(vt)t∈P(T−ε)
E
[
1
2
∫ T−ε
0
〈a−1(t,χ0,xt )vt, vt〉dt− ln[ηε(χ0,xT−ε)]
]
. (5.7)
L’e´quation (5.7) associe´e a` l’identite´ − ln(p(T,x,y0)) = limε→0 Jε(0,x) constitue l’e´le´ment cle´ de notre preuve.
Elle intervient pour les deux bornes du the´ore`me.
5.2.2 Etapes pour la borne infe´rieure
L’ide´e principale est la suivante. Pour obtenir une borne infe´rieure sur p(T,x0,y0), x0 ∈ Rnd, il est suffisant
d’obtenir une borne supe´rieure pour Jε(0,x0), uniforme´ment en ε > 0. D’apre`s la formulation (5.7), tout le
proble`me consiste a` trouver un controˆle (vt)t∈[0,T−ε] pertinent pour tout ε > 0.
Le choix de (vt)0≤t≤T−ε s’effectue en trois e´tapes :
(i). Nous avons d’abord caracte´rise´ la densite´ dans le cas line´aire, i.e. lorsque la de´rive F est affine en espace,
et la matrice σ ne de´pend que du temps. La solution (Xt)t≥0 de (5.2) est alors un processus Gaussien. Sous (A),
la densite´ de transition existe et posse`de une forme explicite. De plus le terme hors diagonale de la densite´ peut
s’identifier a` l’e´nergie du controˆle optimal pour le proble`me de controˆllabilite´ line´aire de´terministe, cf. Section
3 de [10]. En utilisant la convexite´ des ensembles du point (d) de (A), on peut alors de´duire que la densite´ est
homoge`ne aux bornes du the´ore`me. Enfin, le controˆle optimal dans (5.6–5.7) s’e´crit explicitement.
(ii). Pour se rapprocher le plus possible du cas pre´ce´dent, l’ide´e naturelle est ensuite de line´ariser l’e´quation
controˆle´e (5.6). Le point crucial est celui du choix de la courbe de´terministe (φt)t∈[0,T ] autour de qui ope´rer
cette line´arisation. On e´crit F(t,χ0,x0t ) = F(t,φt)+DxF(t,φt)(χ
0,x0
t −φt)+o(|χ0,x0t −φt|), ou` DxF ∈ Mnd(R)
est la de´rive´e spatiale de F. De meˆme nous approchons le coefficient de diffusion σ(t,χ0,x0t ) par σ(t,φt). Comme
(φt)0≤t≤T est de´terministe, l’application z ∈ Rnd 7→ F(t,φt) +DxF(t,φt)(z − φt) est bien affine, le coefficient
de diffusion (σ(t,φt))0≤t≤T est de´terministe, et l’on retrouve le cadre de (i). Un choix naturel consiste a` prendre
(φt)0≤t≤T comme la solution du proble`me de controˆle de´terministe pour l’ODE naturellement associe´e a` (5.2),
i.e.
φ˙t = F(t,φt) +Bϕt, t ∈ [0, T ]; φ0 = x0, (5.8)
ou` (ϕt)0≤t≤T est un controˆle de´terministe de L2([0, T ],Rd) solution du proble`me de minimisation :
I(T,x0,y0) := inf
{∫ T
0
|ϕt|2dt : φ0 = x0, φT = y0
}
. (5.9)
Des arguments usuels de controˆle, cf. Coron [Cor07] nous ont permis d’e´tablir que I(T,x0,y0) est finie,
i.e. l’e´quation (5.8) est controˆllable. Nous avons e´galement e´tabli que I(T,x0,y0) est du meˆme ordre que
T |T−1T (θT (x0) − y0)|2. La comparaison avec l’e´nonce´ du The´ore`me 5.2.1, nous donne donc que l’e´nergie du
controˆle optimal de´terministe va fournir la de´croissance hors diagonale de la densite´. De cette e´tape on de´cide
de choisir le controˆle vt dans (5.6) sous la forme vt := ϕt + v
0
t .
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(iii). Il reste donc a` choisir (v0t )t∈[0,T−ε]. Pour cela remarquons que d’apre`s (5.6) et (5.8), la dynamique de
(χ0,xt − φt)0≤t≤T−ε s’e´crit :
d
[
χ
0,x
t − φt
]
=
[
DxF(t,φt)(χ
0,x
t − φt) +B(vt − ϕt)
]
dt+Bσ(t,φt)dWt + dRt, (5.10)
ou` (Rt)0≤t≤T−ε de´signe un terme de reste qu’une analyse de stabilite´ technique, car non line´aire, permet
de controˆler. Observons que χ0,x0 − φ0 = 0 et que χ0,xT−ε − φT−ε est a priori proche de y0 − y0 = 0. Ces
observations heuristiques font qu’un candidat naturel pour v0 est le controˆle optimal Gaussien qui partant de 0
permet d’atteindre 0 en T . Par l’e´tape (i), nous savons e´galement calculer son couˆt (au sens de la formulation
(5.7)) : celui-ci est a` une constante additive pre`s de l’ordre de − ln(T−n2d/2) et correspond dans le The´ore`me
5.2.1 au controˆle de la densite´ sur la “diagonale”.
En re´sume´, de la formulation controˆle (5.7) on choisit un controˆle particulier vt = ϕt + v
0
t , ou` (ϕt)t∈[0,T−ε]
permet d’isoler les contributions hors diagonale, (v0t )t∈[0,T ] donne la vitesse diagonale. C’est l’e´tape de controˆle
des restes dans (5.10) qui est de´licate. En effet, nous devons a` ce propos utiliser des arguments de type Gron-
wall non line´aire qui font que l’on e´tablira d’abord les bornes du the´ore`me en temps court. Un argument de
convolution ou de changement d’e´chelle permet ensuite de les e´tendre a` temps arbitraire fixe´.
La fonction I(T,x,y) introduite dans (5.9) est la fonctionnelle d’action des grandes de´viations. Elle e´tablit
un lien naturel entre le proble`me de controˆle de´terministe (5.8–5.9) et la densite´ de transition de (5.2), cf.
Freidlin and Wentzell [FW98] pour le cas non-de´ge´ne´re´ et Ben Arous et Le´andre [BL91] pour des re´sultats
sous condition de Ho¨rmander forte. L’utilisation de la transforme´e de Fleming, introduite par Sheu [She91] et
de´veloppe´e dans cette section permet une extension de ce lien lorsque le temps ne tend pas force´ment vers 0.
Comme indique´ ci-avant, nous conservons a` cause de l’e´tude de stabilite´ une contrainte de temps court.
5.2.3 Parametrix et majoration
La formulation (5.7) n’est pas la plus adapte´e pour obtenir une majoration. En effet, il faut minorer Jε pour
espe´rer majorer la densite´. L’expression en terme d’infimum oblige alors a` partir du controˆle optimal.
En revanche la structure du transport intervenant dans le terme exponentiel donne une bonne ide´e pour
construire une famille de processus Gaussiens de densite´s homoge`nes a` celle du The´ore`me 5.2.1 et qui serviront
de parametrix.
Notons par p˜T,y0 la densite´ Gaussienne qui en temps petit et y0 doit eˆtre “proche” de p(T, ·,y0). L’exposant
(T,y0) de p˜
T,y0 indique que moyenne et covariance de p˜ de´pendent du temps final et du point d’arrive´e ou` l’on
conside`re la densite´. Comme pour la minoration l’ide´e est de line´ariser la dynamique de la diffusion (5.2) autour
d’une courbe de´terministe. Comme c’est la variable spatiale d’arrive´e qui est connue on va de´velopper autour
de la solution de l’EDO re´trograde
d
dt
θt,T (y0) = F
(
t,θt,T (y0)
)
, t ∈ [0, T ]; θT,T (y0) = y0.
Le mode`le Gaussien associe´ s’e´crit :
dX˜t =
[
F(t,θt,T (y0)) +DxF(t,θt,T (y0))
(
X˜t − θt,T (y0)
)]
dt+Bσ(t,θt,T (y0))dWt, t ∈ [0, T ].
De´signons par (L˜T,y0t )0≤t≤T le ge´ne´rateur de X˜ gele´ au temps T et au point y0. On rappelle que la quantite´
fondamentale pour le de´veloppement parametrix est le noyau
H(t, T,x,y0) =
[
Lt,x − L˜T,y0t,x
](
p˜T,y0(t, T,x,y0)
)
,
cf. [MS67] ou Chapitre 3. Nous obtenons pour tout N ≥ 1 le de´veloppement :
p(T,x0,y0) = p˜(0, T,x0,y0) +
N∑
k=1
∫ T
0
∫
Rnd
p˜(0, t,x0, z)H
⊗k(t, T, z,y0)dzdt
+
∫ T
0
∫
Rnd
p(t,x0, z)H
⊗(N+1)(t, T, z,y0)dzdt,
(5.11)
avec p˜(0, t,x0, z) := p˜
t,z(0, t,x0, z) et ou` l’on rappelle
H⊗(k+1)(t, T, z,y0) :=
∫ T
t
∫
Rnd
H(t, s, z, z′)H⊗k(s, T, z′,y0)dz′ds.
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Malheureusement nous n’arrivons pas a` faire tendre N vers l’infini dans (5.11). A cause du transport non
line´aire θ, nous n’avons pas re´ussi a` controˆler les noyaux ite´re´s (H⊗k)k≥1 uniforme´ment en k. Nous renvoyons
au Chapitre 3 pour le cas line´aire auquel la de´marche usuelle s’applique.
Nous devons donc ici tronquer la se´rie. Le point cle´ est que la formulation (5.7) permet d’e´tablir que, pour
N suffisamment grand, le terme de reste∫ T
0
∫
Rnd
p(t,x0, z)H
⊗(N+1)(t, T, z,y0)dzdt
dans (5.11) admet une borne Gaussienne dont on de´duit l’estime´e e´nonce´e. Cette technique est a` notre connais-
sance nouvelle.
5.2.4 Une seconde approche pour la minoration : parametrix et chaˆınage
Nous avons de´veloppe´ dans [10] une deuxie`me me´thode pour obtenir la minoration du The´ore`me 5.2.1. A
partir du de´veloppement (5.11), en exploitant la proprie´te´ re´gularisante en temps du noyau de convolution H et
les controˆles utilise´s pour la borne supe´rieure, nous pouvons de´duire dans l’esprit de [IKO62] la borne infe´rieure
sur les “compacts” de la me´trique en temps petit. Il existe T0 > 0 tel que pour tout (T,x,y) ∈ (0, T0]× (Rnd)2
lorsque la me´trique dT (x,y) := T
1/2|T−1T (θT (x)− y)| ≤ C0, p(0, T,x,y) ≥ C1T−n
2d/2.
Il reste ensuite a` l’obtenir pour dT (x,y) > C0. La proprie´te´ de Markov donne
p(T,x,y) :=
∫
(Rnd)N−1
p(0, t1,x, z1)
N−2∏
i=1
p(ti, ti+1, zi, zi+1)p(tN−1, T, zN−1,y)dz1...dzN−1, (5.12)
ou` t0 = 0 < t1 < t2 < ... < tN = T, N ∈ N∗.
L’ide´e est ensuite de choisir N , les (ti)i∈[[0,N ]] et des ensembles (Bi)i∈[[0,N ]] (avec les conventions B0 =
{x}, BN = {y}) tels que pour (zi, zi+1) ∈ Bi × Bi+1, i ∈ [[0, N − 1]], l’on puisse appliquer la borne sur les
compacts de la me´trique pour p(ti, ti+1, zi, zi+1). Si (ti+1−ti)1/2|T−1ti+1−ti(θti+1,ti(zi)−zi+1)| ≤ C0, ou` θ˙s,ti(zi) =
F(s,θs,ti(zi)), s ≥ ti, θti,ti(zi) = zi, alors p(ti, ti+1, zi, zi+1) ≥ C1/(ti+1 − ti)n
2d/2. De (5.12) on e´crit
p(T,x,y) ≥
∫
QN−1
i=1 Bi
p(0, t1,x, z1)
N−2∏
i=1
p(ti, ti+1, zi, zi+1)p(tN−1, T, zN−1,y)dz1...dzN−1
≥ C1
t
n2d/2
1
N−1∏
i=1
C1
(ti+1 − ti)n2d/2 |Bi|.
Si maintenant ti+1 − ti ≤ T/N, |Bi| ≥ C2(T 1/2dT (x,y)/N)n2d, ∀i ∈ [[0, N − 1]], il vient
p(T,x,y) ≥ CN1 CN−12
(
N
T
)n2d/2(
d2T (x,y)
N
)(N−1)n2d/2
.
Pour N = ⌈Kd2T (x,y)⌉ ≥ 1, nous obtenons p(t,x,y) ≥ C
N
3
Tn2d/2
, ou` C3 = C1C2/(K+1) < 1 pour K suffisamment
grand. On retrouve donc la borne infe´rieure en temps petit a` partir de l’e´criture p(T,x,y) ≥ exp(N ln(C3))
T−n2d/2
en
utilisant la de´finition de N . L’extension a` un temps arbitraire se fait de nouveau par convolution ou changement
d’e´chelle.
La construction des (ti)i∈[[0,N ]], (Bi)i∈[[0,N ]] ve´rifiant les conditions pre´ce´dentes, est pre´sente´e en appendice
de [10]. L’ide´e est d’interpre´ter la construction usuelle dans le cas elliptique, cf. Chapitre 7 de Bass [Bas97], en
terme de proble`me de controˆle de´terministe de sorte a` pouvoir le transposer a` notre cadre.
Pour le cas non de´ge´ne´re´, les ensembles Bi sont des boules dont les centres sont uniforme´ment re´partis sur
la ligne droite reliant point de de´part et d’arrive´e. La ligne droite est ici la solution optimale du proble`me de
controˆllabilite´ de´terministe, φt = x+
t
T (y−x). Le de´placement y−xT est constant ce qui explique l’e´quire´partition.
L’ide´e dans notre cas de´ge´ne´re´ consiste a` disposer le centre des ensembles Bi le long de la trajectoire optimale
(φt)t∈[0,T ] solution de (5.8). A une localisation technique pre`s 3 on de´finit t0 = 0, ∀i ≥ 1, ti := inf{t ≥ ti−1 :∫ t
ti−1
|ϕs|2ds = I(T,x,y)/N}, i.e. on conside`re une e´quire´partition en terme de niveau d’e´nergie. Les centres des
(Bi)i∈[[1,N−1]] sont associe´s a` (φti)i∈[[1,N−1]], la ge´ome´trie de ces ensembles est lie´e a` la me´trique naturelle.
3. qui consiste a` prendre l’infimum avec T/N dans la de´finition ci-apre`s en s’assurant que le nombre de pas de temps reste de
l’ordre de N .
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5.2.5 Extensions et perspectives
Ce travail ouvre de nombreuses perspectives. Tout d’abord le The´ore`me 5.2.1 est e´nonce´ sous re´serve d’uni-
cite´ en loi. Si les coefficients de (5.2) ve´rifient (A) avec η > 1/2 nous obtenons cette identite´ en loi comme
corollaire d’un principe de comparaison de Ishii et Lions [IL90] pour les solutions de viscosite´ d’e´quations non
line´aires. Cet argument n’est pas tre`s approprie´ dans notre cas dans la mesure ou` il n’utilise pas du tout l’aspect
re´gularisant du noyau de la chaleur. Par ailleurs, dans les preuves aucune limite de ce type sur η n’est apparue.
Dans un travail en cours 4, je m’inte´resse au proble`me de martingale pour (5.2), dans le cas ou` a est uni-
forme´ment elliptique et continu en espace, en gardant inchange´es les autres hypothe`ses dans (A). Comme dans
le cas non de´ge´ne´re´, cf. [SV79], l’ide´e est d’e´tablir des ine´galite´s de Caldero´n-Zygmund pour le mode`le Gaussien.
Une des difficulte´s est dans notre cadre d’introduire une bonne me´trique parabolique qui tienne compte de l’as-
pect multi-e´chelle. De l’unicite´ du proble`me de martingale on de´duirait imme´diatement que le The´ore`me 5.2.1
est valable pour η ∈ (0, 1]. Les estime´es de Caldero´n-Zygmund permettraient e´galement d’aborder des EDP
de´ge´ne´re´es semi-line´aires. J’essaie e´galement de donner des controˆles ponctuels sur les de´rive´es de la densite´ a`
partir de l’analyse pre´ce´dente.
En terme d’applications, on peut penser aux syste`mes Hamiltoniens, deux proble`mes associe´s a` l’e´quation
(5.2) conside´re´e apparaissent naturellement : le de´veloppement asymptotique de la densite´ en temps petit,
et l’estimation du re´gime stationnaire, ainsi que de la vitesse de convergence vers ce dernier, sous de bonnes
conditions de stabilite´. Pour l’estime´e en temps petit, on s’attend a` ce que le controˆle optimal dans la formulation
(5.7) soit proche du controˆle optimal de´terministe dans (5.8). Il faudrait raffiner l’analyse de stabilite´ pour
l’e´tablir rigoureusement. Adapter la de´marche pre´ce´dente a` l’estimation en temps long sous conditions de type
Lyapunov reste a` faire. Une ide´e pourrait eˆtre de choisir comme controˆle dans (5.7) un controˆle optimal explicite
associe´ a` un processus “canonique” pour le re´gime limite conside´re´, i.e. Ornstein-Ulhenbeck si la force de rappel
est a` croissance line´aire.
Si l’on rajoute dans (5.2) un bruit sur la dernie`re composante on retrouve le cadre des mode`les microscopiques
de me´canique statistique pour la diffusion de chaleur. Dans un mode`le line´aire d’interaction aux plus proches
voisins comme celui de Bodineau et Lefevere [BL08], il serait inte´ressant de reprendre l’analyse pre´ce´dente et
d’essayer d’obtenir des bornes de de´viations non asymptotiques en temps. Nous avons pre´vu avec Raphae¨l Le-
fevere de discuter a` ce propos.
Nous avons conside´re´ ici un re´gime Gaussien qui permettait de faire apparaˆıtre naturellement, et avec de
bonnes estime´es, le lien avec le controˆle de´terministe. Une extension naturelle consiste a` conside´rer d’autres
re´gimes, i.e. lorsque des crochets de Lie d’ordre strictement supe´rieur a` 1 interviennent pour engendrer l’espace.
L’exemple le plus simple consiste a` e´tudier la densite´ du couple (x +Wt,
∫ t
0
(x +Ws)
kds)t≥0 ou` (Wt)t≥0 est le
mouvement Brownien re´el standard.
Pour k = 2 des formules “explicites” existent, cf. formule 1.9.8 de Borodin et Salminen [BS03] mais ne sont
pas directement exploitables pour de´duire des controˆles a` la Aronson sur la densite´. Pour x = 0 et k impair
Chiara Cinti et Sergio Polidoro, des Universite´s de Bologne et Modena, ont obtenu dans [CP08] une borne
infe´rieure. Les outils sont ceux de la the´orie du potentiel pour les ope´rateurs sous-elliptiques, cf. Bonfiglioli et
al. [BLU07]. Nous avons avec ces auteurs e´tendu ces re´sultats pour k quelconque. Ce travail est en cours de
re´daction.
Par ailleurs, avec V. Konakov de l’Universite´ de Moscou, nous avons montre´ par des techniques de calcul de
Malliavin que ces estime´es sont pre´cises, i.e. qu’il existe une borne supe´rieure du meˆme ordre. Pour x1 = 0 et k
quelconque nous obtenons ∃c ∈ (0, 1], C := C(T ) ≥ 1 telles que pour tout (t, (0, x2), (y1, y2)) ∈ (0, T ]× ({0} ×
R)× R2 :
C−1
t(k+3)/2
exp
(
−c−1
{ |y1|2
t
+
|y2 − x2|2/k
t1+2/k
})
≤ p(t, (0, x2), (y1, y2)) ≤ C
t(k+3)/2
exp
(
−c
{ |y1|2
t
+
|y2 − x2|2/k
t1+2/k
})
.
Ce travail est e´galement en cours. L’ide´e est de bien comprendre la structure du transport de la condition initiale
pour x 6= 0. Nous y arrivons lorsque |y2 − x2| ≥ t|x1|k, i.e. lorsque l’on est en grand re´gime par rapport au
transport de´terministe. Le terme dans l’exponentielle pre´ce´dente s’e´crit alors |y1−x1|
2
t +
(|y2−x2|−t|x1|k)2/k
t1+2/k
.
Le transport en petits re´gimes reste a` analyser. Une piste peut eˆtre d’utiliser des ine´galite´s de Tcheby-
chev exponentielles a` l’aide des transforme´es de Laplace, voir Mansuy et Yor [MY09] pour le cas k = 2. La
caracte´risation comple`te, i.e. pour tous les re´gimes, est une e´tape ne´cessaire en vue d’appliquer une me´thode
parame´trix pour remplacer le Brownien par une diffusion.
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5.3 Estimation de densite´ et concentration
Nous pre´sentons ici une application des estime´es de type Aronson : l’obtention d’intervalles de confiance non
asymptotiques pour la me´thode de Monte Carlo. La domination Gaussienne permet en effet d’utiliser les outils
usuels en concentration de la mesure, ine´galite´ de Sobolev logarithmique et argument de Herbst (cf. Ledoux
[Led99]), pour de´duire des ine´galite´s de de´viation non asymptotiques.
Nous avons aborde´ le cas des diffusions :
Xt = x+
∫ t
0
b(s,Xs)ds+
∫ t
0
σ(s,Xs)dWs, (5.13)
ou` (Xt)t≥0 est a` valeurs dans Rd et (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien de Rd. Par la suite nous ferons
re´fe´rence a` l’e´quation pre´ce´dente en parlant du cas (a). Nous avons e´galement conside´re´ :
X1t = x1 +
∫ t
0
b(s,Xs)ds+
∫ t
0
σ(s,Xs)dWs,
X2t = x2 +
∫ t
X1sds, (5.14)
ou` Xt = (X
1
t , X
2
t ) est a` valeurs dans R
d × Rd. L’e´quation (5.14) est un cas particulier de (5.2) pour n = 2 et
F (x1, x2) = (b(x1, x2), x1)
∗. Nous en parlerons comme du cas (b).
Les coefficients b, σ des e´quations ci-dessus ve´rifient les hypothe`ses de la partie ope´rateurs sous forme non
divergence de la Section 5.1 dans le cas non de´ge´ne´re´ (a), et (H) de la Section 5.2 en supposant F1 = b borne´
pour le cas de´ge´ne´re´ (b).
Dans le cas (a), nous avons conside´re´ le sche´ma d’Euler de pas de temps h := T/N, N ∈ N∗. Posons
∀i ∈ N, ti = ih, et pour t ≥ 0, φ(t) := sup{ti : ti ≤ t}. La dynamique s’e´crit :
Xht = x+
∫ t
0
b(φ(s), Xhφ(s))ds+
∫ t
0
σ(φ(s), Xhφ(s))dWs. (5.15)
Pour (b) nous avons de´fini :
Xh,1t = x1 +
∫ t
0
b1(φ(s), X
h
φ(s))ds+
∫ t
0
σ(φ(s), Xhφ(s))dWs,
Xh,2t = x2 +
∫ t
0
Xh,1s ds, (5.16)
ou` Xht := (X
h,1
t , X
h,2
t ). L’e´quation (5.16) definit un sche´ma comple`tement simulable a` incre´ments Gaussiens.
Sur chaque pas de temps, les d dernie`res composantes sont l’inte´grale d’un processus Gaussien.
L’erreur faible pour ces mode`les est bien comprise, voir Chapitre 1 et 3. Il reste donc a` controˆler, avec les
notations de l’e´quation (1.5) :
ESM,h :=
1
M
M∑
i=1
f(T, (XhT )
i)− Ex[f(T,XhT )], (5.17)
ou` T > 0 est fixe´ et
(
(XhT )
i
)
i∈N∗ est une suite i.i.d de re´alisations du sche´ma d’Euler (5.15) dans le cas (a) et
(5.16) pour le cas (b).
Dans le cadre ergodique, le controˆle non asymptotique de l’erreur a e´te´ e´tudie´ par Malrieu et Talay [MT06a].
Les auteurs ont re´ussi a` e´tablir que le sche´ma d’Euler d’un processus de diffusion multi-dimensionnel a` coefficient
de diffusion constant ve´rifie une ine´galite´ de Sobolev logarithmique, qui implique la concentration gaussienne
(voir e.g. Ledoux [Led99]). La borne de concentration non asymptotique en de´coule aise´ment. Toujours dans le
contexte ergodique, mentionnons le travail de Joulin et Ollivier pour les chaˆınes de Markov [JO09].
Notre but est ici diffe´rent. Nous souhaitons donner un controˆle pour T > 0 et ne pouvons appliquer di-
rectement la machinerie log-Sobolev, par ailleurs assez rigide pour le passage aux discre´tisations, directement.
Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes nous avons ne´anmoins pu e´tablir des bornes Gaussiennes dans les cas (a) et
(b). L’ide´e pour en de´river une borne non asymptotique est d’utiliser ensuite que la densite´ Gaussienne qui do-
mine ve´rifie une ine´galite´ de Sobolev logarithmique. On peut alors modifier l’argument de Herbst pour obtenir
l’ine´galite´ de de´viation souhaite´e. Il faut toutefois ge´rer la constante qui apparaˆıt devant la densite´ Gaussienne
dans l’estime´e d’Aronson suivante.
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The´ore`me 5.3.1 (Estime´es d’“Aronson” Gaussiennes pour le sche´ma d’Euler) Il existe c ∈ (0, 1], C ≥
1, C := C(T, d,Λ, |b|), c := c(d,Λ), tels que pour 0 ≤ j < j′ ≤ N :
C−1pc−1(tj′ − tj , x, x′) ≤ ph(tj , tj′ , x, x′) ≤ Cpc(tj′ − tj , x, x′), (5.18)
ou` ph de´signe la densite´ du sche´ma d’Euler. Pour 0 ≤ s < t ≤ T , dans le cas (a), pc(t − s, x, x′) :=(
c
2pi(t−s)
)d/2
exp
(−c |x′−x|22(t−s) ) et dans le cas (b)
pc(t− s, x, x′) :=
( √
3c
2pi(t− s)2
)d
exp
(
−c
{ |x′1 − x1|2
4(t− s) + 3
|x′2 − x2 − x1+x
′
1
2 (t− s)|2
(t− s)3
})
.
Pour e´tablir ce the´ore`me, les techniques sont les meˆmes qu’auparavant : i.e. repre´sentation parametrix discre`te
de la densite´ des sche´mas pour obtenir la borne supe´rieure, et me´thode de chaˆınage adapte´e au cas semi-
Markovien du sche´ma d’Euler pour la minoration. Ne´anmoins, ce re´sultat est a` ma connaissance le premier sous
les hypothe`ses usuelles pre´ce´dentes. Il peut dans le cas non de´ge´ne´re´ se de´duire de Gobet et Labart [GL08] sous
des hypothe`ses plus fortes de re´gularite´ de b, σ.
Nous obtenons ensuite le re´sultat de concentration.
The´ore`me 5.3.2 (Concentration Gaussienne ) Conside´rons pour le cas (a) une fonction f : Rd → R
Lipschitzienne en espace et mesurable borne´e en temps, ve´rifiant |∇f(T, .)|∞ ≤ 1. Pour le cas (b) on suppose
que f(T, x) = g(T,T−1T x) ou` T
−1
T =
(
Id 0
0 T−1Id
)
et g est une fonction Lipschitzienne en espace et mesurable
borne´e en temps, ve´rifiant |∇g(T, .)|∞ ≤ 1.
Pour les constantes c, C du The´ore`me 5.3.1, pour tout h = T/N, N ≥ 1,
∀r > 0, ∀M ≥ 1, Px
[|ESM,h| ≥ r + δC,α(T )] ≤ 2 exp(− Mα(T )r2
)
,
ou`
1
α(T )
=
{
c
2T dans le cas (a),
(4−√13) c2T dans le cas (b),
et δC,α(T ) = 2
√
α(T ) logC.
Lorsque de plus f tend vers l’infini dans une direction, nous e´tablissons une borne infe´rieure du meˆme ordre.
Nous renvoyons a` [10] pour un e´nonce´ complet du the´ore`me.
Le terme correctif δC,α(T ) correspond a` une borne supe´rieure pour la distance de Wasserstein entre les lois
de densite´s ph(T, x, .) et pc(T, x, .) lorsque celles-ci ve´rifient la condition de domination de l’e´quation (5.18). Si
C = 1 ce terme correctif disparaˆıt. Dans ce cas la` on est directement Gaussien. C’est en revanche le prix a` payer
dans le cas ge´ne´ral. Ce terme est fixe´ une fois pour toutes. PourM grand, l’ordre de de´viation typique donne´ par
le the´ore`me central limite est r = c0√
M
pour c0 > 0 de´pendant d’un seuil fixe´ et de la variance de f(T,X
h
T ). Du
fait de la technique employe´e, i.e. domination par une densite´ qui ve´rifie une ine´galite´ de log-Sobolev, notre borne
n’est pas pertinente pour M tendant vers l’infini a` T fixe´. En revanche elle l’est tant que r = c0√
M
≥ ( 2Tc )1/2
et en particulier lorsque r = c0√
M
et
(
2T
c
)1/2
sont du meˆme ordre. Ainsi, si le temps T est “petit”, la borne
non asymptotique restera valable jusqu’a` M assez grand, relie´ a` T par l’ine´galite´ pre´ce´dente. Un autre cas
inte´ressant est celui ou` pour T > 0 fixe´ il est difficile de simuler un nombre important de trajectoires de Monte
Carlo. On peut penser pour illustrer ce dernier cas a` un sche´ma d’Euler dont l’e´valuation des coefficients ferait
appel a` des codes de calculs lourds.
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Annexe A
Unicite´ en loi pour certains syste`mes
de´ge´ne´re´s
Nous indiquons dans cette section les ide´es principales de la note [12] qui e´tablit un lien entre la me´thode
parametrix a` la Mc Kean et Singer pre´sente´e ci-avant et la technique employe´e par Bass et Perkins [BP09] pour
prouver l’unicite´ du proble`me de martingale pour un ope´rateur sous forme non divergence non de´ge´ne´re´.
Cette identification et les controˆles obtenus dans l’article [10] permettent ensuite de prouver l’unicite´ du
proble`me de martingale associe´ a` l’e´quation de´ge´ne´re´e (5.2) sous les hypothe`ses (A) de la Section 5.2 pour tout
η ∈ (0, 1]. Ceci e´tend la validite´ du The´ore`me 5.2.1, comme nous l’espe´rions (cf. Section 5.2.5).
A.1 Rappel sur le mode`le et la construction du noyau H
Nous rappelons la dynamique de Xt qui sous forme compacte s’e´crivait :
dXt = F(t,Xt) +Bσ(t,Xt)dWt, (A.1)
La line´arisation utilise´e dans la me´thode parametrix pour la majoration de la densite´ faisait intervenir pour
T > 0,y ∈ Rnd l’e´quation line´aire :
dX˜T,yt =
[
F(t,θt,T (y)) +DF(t,θt,T (y))
(
X˜T,yt − θt,T (y)
)]
dt
+Bσ(t,θt,T (y))dWt, 0 ≤ t ≤ T,
(A.2)
ou` (θt,T (y))t≥0 est solution de l’EDO [d/dt]θt,T (y) = F(t,θt,T (y)), t ≥ 0, avec condition terminale θT,T (y) = y
et ∀(t,x) ∈ [0, T ] × Rnd, DF(t,x) =

0 · · · · · · · · · 0
Dx1F2(t,x) 0 · · · · · · 0
0 Dx2F3(t,x) 0 0
...
... 0
. . .
...
0 · · · 0 Dxn−1Fn(t,x) 0
 est la sous-
diagonale de la matrice Jacobienne DxF. De´signons par p˜
T,y(t, T,x, .) la densite´ de X˜T,yT partant de x en
t.
Pour 0 ≤ s < t ≤ T, z,y ∈ Rnd, de´finissons le noyau de convolution H comme :
H(s, t, z,y) = {〈F(s, z),Dzp˜t,y(s, t, z,y)〉 + 1
2
Tr(a(s, z)D2
z1
p˜t,y(s, t, z,y))} −
{〈F(s,θs,t(y)) +DF(s,θs,t(y))(z − θs,t(y)),Dz p˜t,y(s, t, z,y)〉
+
1
2
Tr(a(s,θs,t(y))D
2
z1
p˜t,y(s, t, z,y))} = (Ls,z − L˜t,ys,z)p˜t,y(s, t, z,y), (A.3)
ou` L est le ge´ne´rateur de X et L˜t,ys,z et p˜
t,y(s, t, z, .) de´signent respectivement le ge´ne´rateur a` l’instant s et
la densite´ a` l’instant t de X˜t,y, X˜t,ys = z avec coefficients “gele´s” en t,y. L’indice z pre´cise le parame`tre de
diffe´rentiation.
Nous avons e´tabli dans [10] (cf. Lemma 5.5)
55
Lemme A.1.1 Soit T0 > 0 fixe´. Il existe une constante CA.1.1 > 0, de´pendant de (A) et T0 t.q. pour tout
t ∈ [0, T ), T ≤ T0 et z,y ∈ Rnd,
|H(t, T, z,y)| ≤ CA.1.1(T − t)
η
2−1gCA.1.1,T−t
(
z− θt,T (y)
)
,
ou` pour tout a > 0, t > 0, ga,t(y) = t
−n2 d2 exp(−a−1t|T−1t y|2), a, t > 0, y ∈ Rnd.
Par le meˆme type de techniques que celles utilise´es pour prouver le lemme pre´ce´dent, on peut e´galement
e´tablir :
Lemme A.1.2 Soit une fonction h ∈ C0(Rnd,R). De´finissons pour tout (s,x) ∈ [0, T ]× Rnd,
∀ε > 0, Ξε(s,x) :=
∫
Rnd
dyh(s,y)p˜s+ε,y(s, s+ ε,x,y).
Alors Ξε(s, x) converge de fac¸on borne´e et ponctuellement vers h(s,x) lorsque ε→ 0.
A.2 Unicite´ du proble`me de martingale sous (A)
A.2.1 Re´sultats principaux
Le re´sultat principal de la note est le suivant :
The´ore`me A.2.1 Sous (A) et pour η ∈ (0, 1], le proble`me de martingale associe´ au ge´ne´rateur L dans (A.3)
est bien pose´. En particulier, on a l’unicite´ en loi pour l’EDS (A.1).
Nous en de´duisons le corollaire suivant.
Corollaire A.2.1 Sous (A) et pour η ∈ (0, 1], l’unique solution faible de (A.1) admet pour tout t > 0 une
densite´ qui ve´rifie les estime´es d’Aronson du the´ore`me 5.2.1.
A.2.2 Preuve du the´ore`me A.2.1
Supposons que l’on ait deux solutions P1,P2 du proble`me de martingale associe´ a` (Lt)t∈[s,T ] partant de x
en s. Nous pouvons sans perte de ge´ne´ralite´ supposer T ≤ 1. Pour une fonction f : [0, T ]×Rnd → R bore´lienne
borne´e, de´finissons :
Sif := Ei
[∫ T
s
dtf(t,Xt)
]
, i ∈ [[1, 2]],
ou` (Xt)t∈[s,T ] de´signe ici le processus canonique associe´ a` (Pi)i∈[[1,2]]. Pre´cisons (comme il est mentionne´ dans
[BP09]) que Sf est seulement une fonctionnelle line´aire et non une fonction dans la mesure ou` Pi ne provient
pas force´ment d’un processus de Markov. Posons :
S∆f := S1f − S2f, Θ := sup
‖f‖∞≤1
|S∆f |.
Remarquons que Θ ≤ T − s.
Si f ∈ C20 ([0, T )× Rnd,R), par de´finition du proble`me de martingale nous obtenons :
f(s,x) + Ei
[∫ T
s
dt(∂t + Lt)f(t,Xt)
]
= 0, i ∈ [[1, 2]]. (A.4)
Pour y ∈ Rnd fixe´ et ε ≥ 0, introduisons ∀f ∈ C1,20 ([0, T )× Rnd,R) la fonction de Green
∀(s,x) ∈ [0, T )× Rnd, Gε,yf(s,x) :=
∫ T
s
dt
∫
Rnd
dzp˜t+ε,y(s, t,x, z)f(t, z). (A.5)
On ve´rifie aise´ment que
(∂s + L˜
t+ε,y
s,x )p˜
t+ε,y(s, t,x, z) = 0, ∀(s,x, z) ∈ [0, t)× (Rnd)2, p˜t+ε,y(s, t,x, .) −→
t↓s
δx(.). (A.6)
56
Si l’on de´finit pour toute fonction f ∈ C1,20 ([0, T )× Rnd,R), (s, x) ∈ [0, T )× Rnd,
M ε,ys,x f(s,x) :=
∫ T
s
dt
∫
Rnd
dzL˜t+ε,ys,x p˜
t+ε,y(s, t,x, z)f(t, z),
nous obtenons des e´quations (A.5), (A.6) :
(∂sG
ε,yf +M ε,ys,x f)(s,x) = −f(s,x), ∀(s,x) ∈ [0, T )× Rnd. (A.7)
Introduisons de´sormais pour une fonction re´gulie`re h ∈ C1,20 ([0, T )×Rnd,R) et pour tout (s,x) ∈ [0, T )×Rnd :
Φε,y(s,x) := p˜s+ε,y(s, s+ ε,x,y)h(s,y),
Ψε(s,x) :=
∫
Rnd
dyGε,y(Φε,y)(s,x).
L’identite´ (A.5) donne :
Ψε(s,x) :=
∫
Rnd
dy
∫ T
s
dt
∫
Rnd
dzp˜t+ε,y(s, t,x, z)Φε,y(t, z)
=
∫
Rnd
dy
∫ T
s
dt
∫
Rnd
dzp˜t+ε,y(s, t,x, z)p˜t+ε,y(t, t+ ε, z,y)h(t,y)
=
∫
Rnd
dy
∫ T
s
dtp˜t+ε,y(s, t+ ε,x,y)h(t,y), (A.8)
en utilisant la proprie´te´ de semi-groupe de la densite´ gele´e. Ecrivons pour tout (s, x) ∈ [0, T )× Rnd,
(∂s + Ls)Ψε(s, x) =
∫
Rnd
dy(∂s + Ls)(G
ε,yΦε,y)(s,x)
=
∫
Rnd
dy(∂sG
ε,yΦε,y +M ε,ys,xΦ
ε,y)(s,x) +
∫
Rnd
dy(LsG
ε,yΦε,y −M ε,ys,xΦε,y)(s,x)
= −
∫
Rnd
dyΦε,y(s,x) +
∫
Rnd
dy(LsG
ε,yΦε,y −M ε,ys,xΦε,y)(s,x) := Iε1 + Iε2 ,
en utilisant (A.7) pour l’avant dernie`re e´galite´. Le Lemme A.1.2 donne Iε1 −→
ε→0
−h(s,x). Par ailleurs,
Iε2 =
∫ T
s
dt
∫
Rnd
dy(Ls − L˜t+ε,ys,x )p˜t+ε,y(s, t+ ε,x,y)h(t,y)
=
∫ T
s
dt
∫
Rnd
dyH(s, t+ ε,x,y)h(t,y).
Du Lemme A.1.1,
|Iε2 | ≤ CA.1.1‖h‖∞
∫ T
s
dt(t+ ε− s)−1+η/2
∫
Rnd
dygCA.1.1,t+ε−s(x− θs,t+ε(y))
≤ ‖h‖∞CA.9
∫ T
s
dt(t+ ε− s)−1+η/2
∫
Rnd
dygCA.9,t+ε−s(θt+ε,s(x) − y) ≤ CA.9{(T − s) ∨ ε}η/2‖h‖∞,
(A.9)
en utilisant la proprie´te´ de bi-Lipschitz continuite´ du flot pour l’avant dernie`re ine´galite´, en modifiant CA.9 dans
la dernie`re (cette constante modifie´e ne de´pend toutefois que de (A)). Ainsi, pour T suffisamment petit nous
avons par (A.9)
|Iε2 | ≤
1
2
‖h‖∞. (A.10)
L’e´quation (A.4) et la de´finition pre´ce´dente de S∆ donnent :
S∆((∂s + Ls)Ψε) = 0⇒ |S∆Iε1 | = |S∆Iε2 |.
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Par la partie convergence borne´e du Lemme A.1.2 et (A.10), nous obtenons :
|S∆h| = lim
ε→0
|S∆Iε1 | = lim
ε→0
|S∆Iε2 | ≤ Θ lim sup
ε→0
|Iε2 | ≤ Θ
‖h‖∞
2
.
Par un argument de classe monotone, l’ine´galite´ pre´ce´dente reste vraie pour toute fonction h mesurable borne´e,
a` support compact dans [0, T )×Rnd. En prenant le supremum sur ‖h‖∞ ≤ 1, on arrive a` Θ ≤ 12Θ ce qui donne
Θ = 0 comme Θ < +∞. Ainsi, E1
[∫ T
s
dth(t,Xt)
]
= E2
[∫ T
s
dth(t,Xt)
]
ce qui prouve le re´sultat sur l’intervalle
[0, T ]. Les probabilite´s conditionnelles re´gulie`res permettent d’e´tendre le re´sultat sur R+ (voir Chapitre 6.2 de
Stroock et Varadhan [SV79]).
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